A informatica é uma aplicacdo da matematica

e da engenharia com grande sucesso e impacto

no mundo moderno. O advento dos computadores,
das comunicagdes em rede e da inteligéncia
artificial, por exemplo, moldam o presente

e definem o nosso futuro de forma imprevisivel.

O Hex é um jogo moderno que introduziu

ao mundo os jogos de conexao, jogos matematicos
onde é necessdrio conectar diferentes partes

do tabuleiro. A sua originalidade, simplicidade

de regras e profundidade de analise torna-o

um dos melhores jogos que existem.
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A kscrita
de Algoritimos

informdtica é uma das matemdticas aplicadas com
major sucesso e expansio nos ultimos cinquenta
anos. A existéncia fisica de computadores, maquinas
capazes de efectuar uma vasta gama de tarefas dife-
rentes, mudou o mundo moderno e, hoje, a nossa
relacdo com os computadores é muito profunda.
Gracas ao trabalho de muitos matemadticos e engenheiros
foi possivel, na década de 40, a construcio dos primeiros com-
putadores, mdquinas imensas que ocupavam prédios inteiros.

- AT e
ENIAC, um dos primeiros computadores (1946-1955), pesava 30 toneladas,
tinha 40 metros de comprimento e custou quase 500 mil délares
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®Uma curiosidade:
desde o século

XVII até meados do
século XX chamava-
-se computador

- literalmente, aquele
que computa - a
pessoa que executava
algoritmos com lapis

e papel.
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Uma década depois, esta primeira geracio de computa-
dores deu lugar aos computadores electrénicos, muito mais
rdpidos e fidveis. A inveng¢do do microchip, no fim dos anos 50,
inicio dos anos 60, permitiu a miniaturizacio progressiva dos
computadores!) para niveis que seriam impossiveis de imaginar
num passado ndo muito distante.

O microchip, uma floresta electrénica em miniatura

Mas este sucesso da engenharia é apenas um dos lados da
questdo. O facto de termos computadores cada vez mais rdpidos,
nio nos responde ao problema de como descrever 4 mdquina os
problemas que desejamos que ela resolva. Esta segunda parte é
uma das preocupagdes do que, hoje em dia, se designa por enge-
nharia informética e, em especial, engenharia de software.

Héd um conceito muito importante relacionado com esta
questio: as linguagens de programacio. Uma linguagem de pro-
gramacao é, primeiro que tudo, uma linguagem. Desta forma tem
sintaxe, gramdtica e semantica, respectivamente, como se devem
escrever correctamente as palavras, como os diferentes tipos de



palavras se compdem uns nos outros e qual € o significado do que
escrevemos. Mas, ao contrdrio das linguagens naturais (como
0 portugués ou o japonés), as linguagens de programacio nio
podem conter ambiguidades. Se a ambiguidade ¢ algo essencial
numa lingua humana, ela é totalmente indesejivel numa lingua-
gem de computador. Porqué? Para que dois computadores, ao in-
terpretar um mesmo texto dessa linguagem, se comportem exac-
tamente da mesma forma e produzam sempre o mesmo resultado.
E esta estabilidade que interessa, tanto aos programadores (que os
escrevem) como aos utilizadores (que os usam).

Chamamos programas ao que escrevemos numa lingua-
gem de programacédo. O que é um programa? Um programa
é, basicamente, a descrigdo de um algoritmo®. Um algoritmo
é, grosso modo, um conjunto de regras bem definidas que nos
informa, a cada momento, o que fazer a seguir. Se usamos uma
linguagem natural para descrever ideias, factos, emogdes, his-
torias, usamos uma linguagem de programacio para descrever
algoritmos. Estas descricdes de algoritmos sdo, normalmente,
textos compostos por letras, nimeros e simbolos, para facilitar
o trabalho das pessoas que os escrevem. Estes tipos de textos
tém, depois, de ser traduzidos numa linguagem bindria de zeros
e uns, reconhecida pelo computador.

Nesta sec¢ao vamos abordar, de forma muito simplificada,
como usar uma linguagem de programacio. Como exemplo,
utilizaremos uma variante da linguagem designada por Logo,
criada em 1967, e usada especialmente como ferramenta de edu-
cacdo. Ilustraremos a explicagdo com exemplos produzidos na
aplicacio designada Elica e disponivel em www.elica.net.

@ A palavra algoritmo
deriva do nome

do matematico

arabe Al-Kwarizmi
(750-830), em cujas
obras apresentou
vérios métodos de
resolugdo algébrica.
Este matematico foi
assunto do 9.° volume
da colecgao anterior,
Jogos com Histéria.
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@ A aplicacdo Elica

€ americana e 0s
comandos sdo
descritos por palavras
inglesas. Preferimos
manter os nomes
originais para ser mais
facil experimentar a
aplicacao. Atencao
que em outras
aplicagdes estas
instrucdes poderao ter
nomes diferentes.
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O Logo ¢ uma linguagem de programacéio que produz de-
senhos. Pressupde um objecto especial chamado, tradicional-
mente, tartaruga, mas que ¢ apenas uma espécie de ldpis digital.
Esta interaccio rdpida entre programas e desenhos foi um dos
motivos do sucesso desta linguagem no ensino da programacio
as camadas mais jovens.

Uma linguagem de programacio do tipo Logo contém ins-
trucdes. As instrucdes sdo, por exemplo, ordens que damos a
tartaruga para se mover, rodar, desenhar linhas...

A tartaruga tem um estado, ou seja, possui um conjunto de
caracteristicas, cujos valores variam com o tempo. Uma delas é
a direc¢ao da sua cabega, outra é a posicdo da tartaruga. Outra
caracteristica € se, quando se move, desenha ou nio desenha
linhas no chéo.

Comecemos por alguns das instruc¢des mais simples ©):

- forward N - avanca N pontos na direcgio da sua cabeca.

- backward N - recua N pontos.

- left N - roda a cabeca da tartaruga N graus para a esquerda.

- right N - roda a cabeca da tartaruga N graus para a esquerda.

- penup - passa a nao desenhar no chiao quando se move.

- pendown - passa a desenhar no chao quando se move.

- pendown? - verifica se a tartaruga estd a desenhar.

- home - volta a sua posicao inicial.

Os comandos sdo instrugdes que alteram o estado da tar-
taruga. Por exemplo, quando ordenamos que ela rode 90 graus
para a direita, a sua direcgio actual € alterada. Quando manda-
mos recuar, a sua posicao actual é modificada...

Por outro lado, hd instrugdes que representam interro-



gagdes que queremos fazer sobre o estado da tartaruga. Das
instrucoes referidas atrds, pendown? ¢ um exemplo de inter-
rogacdo. A sua execugio devolve o valor verdade, se a tartaruga
estd a desenhar, ou falso, no caso contrdrio. Nio é um comando,
porque o estado da tartaruga fica na mesma.

A tartaruga serd representada por um tridngulo. Antes de
executar o programa, a tartaruga encontra-se com a cabeca na

vertical:

Seja o seguinte programa e respectivo estado da tartaruga
apos a sua execucao:

forward 50

Um programa em Logo ¢ uma sequéncia de comandos
Logo. Os comandos de um programa devem ser lidos de cima
para baixo.



forward 15
left 45
forward 50

Neste exemplo, apés um movimento vertical de 15 pon-
tos, a tartaruga virou 45 graus para a esquerda e andou mais 50
pontos.

Um exemplo que desenha uma linha tracejada:

forward 15
left 45

forward 15

penup
forward 15
pendown \
forward 15
penup
forward 15
pendown
forward 15

Neste caso, o programa apresentado € um pouco repetitivo.
Quando hd repeticoes deve-se usar um outro tipo de comando
denominado por ciclo. O ciclo é uma instrucdo especial que
permite repetir outras instrucoes um certo nimero de vezes. No
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caso do Logo, usa-se a palavra repeat (em portugués, repetir)
para representar um desses ciclos:

forward 15
left 45 b\
repeat2 [

forward 15 \

penup
forward 15

pendown w
1
forward 15
A sintaxe desta instrucio exige que, apds a palavra repeat,
se indique quantas repeti¢oes ird efectuar e depois, entre parén-
teses rectos, quais as instrugdes a repetir.

Continuando no exemplo anterior, ainda se nota alguma
repeticao dos comandos forward. Uma forma de eliminar esta
repeticdo € usar um novo comando denominado instrucio con-
dicional que, como o nome indica, realiza uma acgéo se, e sé se,
uma determinada condicdo for verdade. No caso da linguagem
Logo, esse comando escreve-se if (em portugués, se).

A forma correcta de escrever este comando (a sua sintaxe,
portanto) € a seguinte:

if condicio
[as accoes a efectuar se a condi¢do for verdade]
[as accdes a efectuar se a condigo for falsa]
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O exemplo anterior poderia ser reescrito da seguinte forma:

forward 15

left 45

repeat5 [
forward 15 AN

if pendown?
[penupl
[pendown]

1

Ou seja, quando se entra no ciclo, apés andar para a frente 15
pontos, faz-se a pergunta se a tartaruga estd a desenhar (if pendo-
wn?). Se for verdade, executa-se o comando do primeiro parénte-
ses recto ([penup]) e a tartaruga passa a nio desenhar. Se for falso,
ou seja, a tartaruga nio estava a desenhar, executa-se o comando
do segundo pareénteses recto ([pendown]) e a tartaruga passa a
desenhar. Isto significa, entdo, que a tartaruga alterna o seu estado
entre desenhar e ndo desenhar cada vez que se repete o ciclo. Este
comportamento € o indicado para desenhar uma linha tracejada.

Vejamos outro exemplo onde se desenha um quadrado:

repeat4[
forward 20
left 90

1




Considere o leitor que queriamos desenhar vérios quadra-
dos, mas gostarfamos de evitar a repeticao das instrucoes ante-
riores. E possivel guardar um conjunto de instrucées e dar-lhes
um nome novo. De certa forma, o que estamos a fazer ¢ criar
uma nova instrucgdo. No caso do Logo, usa-se as palavras to e
end como se fossem os parénteses entre os quais colocamos as
instrugdes novas:

to quadrado
repeat4 [
forward 20
left 90
1
end
quadrado

Algumas notas. Ap6s a palavra to, temos de escrever o
nome da nova instru¢io (optimos por chamar quadrado). A
seguir, escrevemos as instrugdes que compdem a nossa nova
instrugédo e, quando jd tivermos escrito tudo o que queriamos,
terminamos com a palavra end.

O leitor, porém, pode observar que, apés a defini¢do des-
ta nova instrugdo, escrevemos, na linha seguinte, novamente
a palavra quadrado. Porqué? Porque nas primeiras seis linhas
do programa anterior apenas definimos a nova instruc¢io, niao
ordendmos a sua execucdo. A ordem de desenhar o quadrado s6
ocorre na ultima linha do programa, quando manddmos execu-
tar a instrucio definida anteriormente.

Mas jd que estamos a criar as nossas instrugdes, podemos ser
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mais exigentes. Por exemplo, a instrucio forward é acompanhada
por um parametro numérico que diz o quanto a tartaruga deve
avangar (por exemplo, forward 50). Porque nio adicionar 2 nossa
instrucdo quadrado uma funcionalidade similar? Desta forma,
deixamos a instrucdo que ordena o desenho do quadrado a decisao
de definir qual deve ser o seu tamanho. Na linguagem Logo isso
¢ possivel. Basta adicionar, apés o nome da instru¢io nova, uma
ou mais palavras (prefixadas com dois pontos) e que podem ser
usadas, como parametros, pelas instrucoes seguintes:

to quadrado :lado
repeat4[
forward lado
left 90
1
end
quadrado 20

Desta forma, cada vez que ordenamos o desenho de um
quadrado, teremos de fornecer a dimenséio do seu lado, para que
a tartaruga saiba como fazer o desenho. A nova instrugio pode
ser usada vdrias vezes:

quadrado 20
right 45
forward 30
quadrado 35




Com as ferramentas apresentadas ji podemos construir
imagens interessantes.
Vejamos alguns exemplos:

hideturtle

repeat72 [
forward 5
left5

1

Esta imagem € uma aproximacio de uma circunferéncia ao
desenhar-se um poligono de 72 lados. Nestas imagens ndo aparece
a tartaruga porque o comando hideturtle torna-a invisivel.

hideturtle

repeat 36 [
quadrado 40
left 10

1

Esta ltima imagem é composta por 36 quadrados desfasa-
dos 10 graus dos seus vizinhos.

Um pentagrama desenha-se como um pentdgono, mas
fazendo a tartaruga rodar 144 graus em vez de 72 graus.
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Desta forma, para desenhar os dois, vale a pena criar uma
instrucdo nova designada penta que recebe dois parametros,
lado e angulo. O primeiro valor determina a dimensao da figura
a desenhar, enquanto o segundo determina quanto a tartaruga
deve rodar para desenhar o lado seguinte:

to penta:lado
:angulo

repeat5[
forward lado
right angulo
1
end

hideturtle
right18
penta100 144
penup

left 108
forward 50
pendown

penta 50 72

Ap6s o desenho do pentagrama, hd algumas instrucdes que
fazem a tartaruga avangar, sem realizar desenhos, para o local
onde se inicia o desenho do pentdgono.



hideturtle
repeat 8 [
repeat81[
forward 25
right 45
1
right 45
1

Esta imagem mostra um exemplo de ciclos encadeados, ou
seja, ciclos dentro de ciclos, repeticoes dentro de repeticdes. Esta
possibilidade permite usar a repeticio de instru¢des de forma bas-
tante elaborada, como se pode observar no exemplo anterior.

Recursio ou como dar ordens a si préprio

Estas novas instrugdes que podemos definir possuem uma
caracteristica muito poderosa que ainda nio faldmos: grosso modo,
elas podem ordenar a sua prépria execugdo. Chama-se recursio
a esta caracteristica e com o seu uso consegue-se realizar tarefas
muito complexas de forma sucinta. O nosso objectivo neste texto é
apenas mostrar alguns exemplos simples da sua utilidade.

Estudemos um exercicio. Se quisermos que a tartaruga
desenhe uma espiral, podemos fazé-lo da seguinte forma: criar
uma nova instrugio (chamada espiral, por exemplo) com um
parametro que determina o tamanho da espiral (seja lado) e que
faca o seguinte:

17
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a) ande para a frente lado pontos;

b) vire para a direita (e agora vem o truque da recursdo...);

¢) mande executar espiral, mas agora com um lado menor.

O programa poderia ser o seguinte (a linha com a ordem
recursiva estd a negrito):

to espiral :lado
iflado<1

[1

[forward lado

right 90
espiral lado-2
1

end

hideturtle
espiral 100

Cada vez que o comando espiral é executado, o seu lado
vai diminuindo em duas unidades (devido a expressdo lado-2).
Deste modo, as ordens executadas pelo desenrolar do programa
sdo uma sequéncia iniciada por espiral 100, espiral 98, espiral
96, espiral 94, ...

Isto levanta um problema. Se deixdssemos continuar este
processo, a execucio do programa nunca terminaria. Quando che-
gasse a espiral 2 continuaria com espiral 0, espiral -2, espiral -4,...

Assim, € necessdrio definir um momento de paragem desta
sequéncia, ou seja, onde a recursdo termina. Isso é controlado
pelo comando if na 2.% linha do programa acima. Enquanto o va-



lor do parametro lado nao for menor que 1, a execugio continua.
Quando lado for um nimero menor que 1, o desenho da espiral
terminar4 (nfo é preciso fazer mais nada, basta terminar, daf os
primeiros parénteses rectos estarem vazios).

Outro exemplo, com uma estrutura recursiva similar, mas
mais elaborado:

to arvore :dim
ifdim<3
[1
[forward dim
right 30
arvore dim-6
left 60
arvore dim-6
right 30
backward dim
1
end

hideturtle
arvore 50

@ Os fractais foram

apresentados no 5.2

volume da coleccao
Este ¢ um exemplo de um objecto fractal®, onde cada ramo

da drvore é similar a drvore em si, sendo apenas desenhado numa
menor escala. O nimero de iteracdes da drvore é dado pelo niime-
ro do parametro dim na execugio inicial da instrucéo drvore.

Vejamos o resultado de diferentes execugoes desta instru-
¢io com dimensdes iniciais diferentes.

Jogos com Historia,
livro dedicado

ao matematico
Benoit Mandelbrot,
considerado por
muitos o pai da teoria
dos fractais.
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arvore 12 \(

arvore 24

arvore 30

Quanto menor for o valor inicial dim, mais depressa a se-
quéncia recursiva de execucoes da instrucdo arvore chegard ao
seu término (a paragem ¢ dada quando a condicdo dim <3 for
avaliada como verdade).

20



Tempos, presentemente no Museu de Ciéncia da Universidade de Lisboa)

Uma breve Histéria do Hex

O jogo do Hex foi inventado pelo matemadtico e poeta di-
namarqués Piet Hein que, ao pensar num famoso problema ma-
temadtico (o problema das quatro cores), teve a ideia de usar um
conceito geométrico para conceber um jogo de tabuleiro. Hein
apresentou o jogo em 1942. A sua criatividade era de realgar,
sendo célebres os seus poemas curtissimos, os grooks. Eis um
exemplo:

21



The road to wisdom? - Well, it’s plain
and simple to express:
Err
and err
and err again
but less
and less
and less

Chamou ao jogo Polygon no jornal dinamarqués Politiken.
Este jornal teve uma coluna sobre o0 jogo, publicando cerca de 50
problemas até Agosto de 1943, sendo esta paragem, provavel-
mente, devida 4 anexac¢io nazi do pais (Hein tinha relacdes com
aresisténcia e a sua mulher era judia):

Bewi Fawrale I'.J_r,:-h 1w

O primeiro problema, publicado em 26 de Dezembro de 1942

22



Na sua primeira apari¢do no Politiken, o jogo do Hex é
descrito da seguinte forma:

Gostaria de aprender a jogar Polygon? Piet Hein inventou
umjogo que pode ser praticado comigual prazer tanto por eru-
ditos jogadores de Xadrez como por pessoas apenas capazes de
pegar numa caneta.

Pouco a pouco, o Hex revelou ser um jogo com um poten-
cial extraordindrio e com a boa caracteristica de poder ser alvo
de vidrios niveis de compreensao e anilise.

Piet Hein (1905-1996)

23
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Alguns anos depois, em 1948, um estudante da Universi-
dade de Princeton, nos EUA, inventou o Hex de forma indepen-
dente. Esse estudante chamava-se John Nash, o futuro Nobel da
Economia e personagem altamente mediatizada por ser figura
principal do filme oscarizado, A Beautiful Mind. Por essas para-
gens era comum chamar-se ao jogo John ou Nash. O Hex pode
ser igualmente praticado nas casas hexagonais de um tabuleiro
em forma de losango ou nas interseccdes de um tabuleiro com
casas quadrangulares cortadas com uma diagonal. Devido a esse
facto, parece ser verdade que o que inspirou Nash foi o padrio
da parede de uma casa de banho. Como nos EUA, é costume
chamar-se John as casas de banho, ficou feito um trocadilho com
a designacio do jogo.

John Nash (hoje com 80 anos)



Nash mostrou o jogo a outro estudante de Princeton, David
Gale (1921-2008), que imediatamente verificou o seu potencial.
Gale construiu um tabuleiro que era partilhado pela comunidade
universitdria de Princeton.

Em 1952, uma companhia de jogos, a Parker Brothers,
comercializou este jogo chamando-lhe Hex. Provavelmente, a
companhia terd recolhido informacio através de alguém prove-
niente de Princeton.

A primeira comercializacdo: Hex, o jogo zig-zag

O jogo do Hex ganhou parte da sua fama actual a partir de
um artigo de Martin Gardner na sua célebre coluna na revista
Scientific American, atribuindo a autoria a Piet Hein, mas refe-
rindo também Nash e a sua demonstragio que garante a vitéria
a0 primeiro jogador no caso deste jogar de forma perfeita (fa-
laremos sobre este facto mais a frente). No seu artigo, Gardner

25



propds vdrios problemas interessantes, bem como um exemplo
de estratégia ganhadora para um tabuleiro niao simétrico.

O Hex é, por exceléncia, um exemplo de um jogo moderno.
Classificando os jogos quanto ao seu objectivo, existem jogos muito
antigos com objectivo de captura, de ganho de territério, de blo-
queio, de alinhamento, etc. No entanto, jogos em que o objectivo
consiste em criar um grupo de pecas que una dois lados de um
tabuleiro — jogos de conexdo — nio eram conhecidos antes do séc.
XX. O Hex é um jogo de conexdo. Existem outros, tais como o Y, o
Nex, o Gonexdo (inventado por Jodo Pedro Neto), o Jade, etc.

O Hex é um daqueles
jogos cuja relagdo entre a
simplicidade das regras e a
riqueza do jogo é quase per-
feita. E fantdstico constatar
que um jogo com regras tao
simples pode ser tdo rico de
estratégia. Existem alguns
livros dedicados a estratégia
do Hex, entre os quais desta-
camos o Hex Strategy, escri-
to por Cameron Browne.

26



Regras do jogo do Hex

O jogo envolve dois jogadores, dispondo de pecas de cores
diferentes (digamos que um dos jogadores joga com pecas bran-
cas e 0 outro com pegas negras). Nesta colecgdo utilizaremos um
tabuleiro 11x11, mas o Hex pode ser praticado com tabuleiros de
outras dimensdes. Nao hd convencio universal para a cor que
comeca. E usual sortear-se:

Noroeste @@

(O Nordeste

sudoeste () ° @ sudeste

Por uma questdo de organizagio, utilizaremos um sistema
de coordenadas para referir as casas do tabuleiro. A titulo de
exemplo, mostramos na préxima figura a casa B7 assinalada:

Noroeste (@) (O Nordeste
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Os circulos que apresentamos nas figuras servem para assi-
nalar os detentores das margens. As casas Al, All, K1 e K11 per-
tencem as margens de ambos os jogadores. No seu artigo inicial,
em 1942, Piet Hein ilustrou as margens com o esquema seguinte:

Cada jogador coloca, a vez, uma pega da sua cor dentro de
um hexdgono. Duas pecas de um jogador dizem-se unidas se os
hexdgonos onde se encontram partilharem uma aresta:

Pecas unidas ou conexas
O objectivo do jogador das negras consiste em conseguir
um caminho negro que una as margens sudeste e noroeste. Quer
isto dizer que o jogador das negras pretende conseguir ter um
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grupo conexo de pegas suas em que pelo menos uma do grupo
pertenca a margem sudeste e que pelo menos outra do grupo
pertenca a margem noroeste. O objectivo do jogador das Brancas
é andlogo, ou seja, consiste em conseguir um caminho branco
unindo as margens sudoeste e nordeste.

Exemplo de posicao vitoriosa negra

Neste jogo ndo hd capturas. Cada jogador coloca, a vez,
uma peca sua numa casa do tabuleiro e esta fica nessa casa até
ao fim do jogo.

Hd também uma ultima regra denominada regra do equi-
librio. Quem jd compreende minimamente o Hex sabe que o
primeiro jogador que coloque a sua primeira peca num hexdgono
razoavelmente central ganha vantagem considerdvel. Sendo
assim, desde a sua nascenca que se constatou este problema no
Hex: o primeiro a jogar estd favorecido. Teve de se arranjar forma
de tornear o problema. O assunto pode ser resolvido indo buscar
uma ideia a uma curiosa questio envolvendo uma partilha.
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Imagine o leitor que tem de dividir uma tarte com um ami-
go. Como fazer para essa divisdo ser justa? A resposta € surpre-
endentemente simples e muitos jd a aplicaram no dia-a-dia: um
parte e o outro escolhe. Com este entendimento, quem parte terd
de se preocupar com a justica. Se a divisdo originar uma fatia
escandalosamente maior do que a outra, quem escolhe recolhe
obviamente a maior.

Como podem dois amigos dividir de forma justa
uma saborosa tarte de maga?

A regra do equilibrio, pie rule em inglés (pie significa tar-
te), baseia-se exactamente no mesmo conceito: no primeiro
lance, o segundo jogador pode trocar de cores ficando com a
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jogada efectuada pelo adversdrio. O objectivo da inclusio desta
regra € retirar a forca a uma primeira jogada que seja demasiado
centralizada. Com esta regra, o primeiro jogador ji nao deve
jogar um lance demasiado central, caso contrdrio o segundo
jogador opta por trocar.

Vejamos um exemplo da regra em acc¢do. Imagine-se que o
primeiro jogador jogava uma peca preta em E4:

O segundo jogador, ao considerar a jogada bastante centraliza-
da, podia dizer: Eu fico com essajogadae a partir de agorajogo com
as Negras, tu a partir de agora jogas com as Brancas. E a tua vez.
Alguma estratégia
A) Conexdes:

O Hex é um jogo de conexdo e, como tal, a primeirissima
coisa que um jogador de Hex deve pensar é na forma de unir as

suas pecas. Vejamos o exemplo seguinte:
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Embora se encontrem unidas, as pecas negras de F5 e F6
estdo demasiado perto uma da outra, nao tendo muita influéncia
para a globalidade do tabuleiro. Vejamos outro exemplo:

Aqui, as pegas negras encontram-se afastadas de mais e ji é
necessdrio ter em conta uma jogada defensiva branca em G5.
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Uma das estruturas de conexao mais fortes do Hex é a que
se apresenta no esquema seguinte (usualmente denominada de
ponte):

Um principiante, quando experimenta o Hex pela primeira
vez, por vezes, tem a tendéncia de juntar as suas pecas. No entanto,
ao olhar para esta importante estrutura podemos compreender a
razdo pela qual, na maioria das vezes, esse procedimento € pouco
econdmico. Repare o leitor que, embora as duas pecas negras ainda
nio se encontrem unidas, jd nada o pode impedir. Isso acontece
devido ao facto de as Negras terem a sua disposicao duas hipéteses
distintas de conexdo. Sendo assim, se as Brancas defenderem uma
delas, as Negras conectam com a outra. No fundo, trata-se de uma
ameaca dupla de unido. A titulo de exemplo analisemos, no préximo
diagrama, uma jogada negra ganhadora aproveitando esta ideia:

Jogam as Negras e ganham



Aqui é possivel a criacdo de pontes vitoriosas com a jogada
em H8:

B) Escada:

Vejamos agora um conceito estratégico muito importante,
que se baseia na utilizacdo de um ponto de apoio. Observe-se a
seguinte posicio:

Jogam as Negras

34



O procedimento ganhador consiste em aproveitar a influéncia
da peca em K2. A jogada inicial é em C2 e, em seguida, com uma
sequéncia de ameacas em linha recta, conseguir-se-4d o apoio pre-
tendido. A este tipo de procedimento dd-se o nome de escada.

C) Zonas de conexdo garantida:

Da mesma maneira que os jogadores de Xadrez sabem que
um Rei e uma Dama ganham a um Rei isolado e outros conceitos do
género, os jogadores de Hex reconhecem certo tipos de padroes geo-
métricos que repetem na sua prética de jogo. Vejamos um exemplo:

Jogam as Negras
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Um jogador experimentado de Hex sabe que a zona ilus-
trada na figura seguinte traduz o espaco suficiente para garantir
uma conexiio negra 2 margem sudeste. E a este tipo de disposi-
¢des geométricas que chamamos zonas de conexio garantida.
Esta espécie de trapézio repete-se em iniimeros jogos de Hex:

Repare o leitor que contra a defesa branca em Cl, as Negras
podem forcar a conexido com a jogada em E2:

No exemplo inicial, colocar uma peca em D3 garante uma
vitdria para as Negras.
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D) Preparagio de Escada:

J4 vimos que o conceito de escada se baseia na busca do
apoio de certa peca. Por vezes, a peca de apoio é previamente
colocada no tabuleiro com recurso de uma dupla ameaga. Repa-
re-se no exemplo seguinte:

Jogam as Negras

A invasdo negra em I9 s6 pode ser defendida com a colo-
cacido de uma peca branca em J11. Neste momento, ainda nao ha
um apoio para uma futura escada. Um procedimento ganhador
€ a jogada das Negras em F10, que ganha um tempo ameacando
a conexdo em E8. Esta pega em F10 servird de futuro apoio para
uma escada proveniente da invasao em I9.
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E) Contra-escada:

Tendo em conta os conceitos anteriores, vejamos um pro-
cedimento de defesa muito comum no Hex:

Jogam as Negras

A posicado negra parece desesperada devido as amecas
brancas em D8 e em B4. Por exemplo, se as Negras jogarem em
D8, as Brancas fazem uma escada:
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O leitor pode observar que a boa defesa consiste no primeiro
lance em B7. Uma vez que o objectivo deste lance é impedir uma
futura escada, chama-se a este procedimento contra-escada.
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Posta esta lista de conceitos, analisemos um problema re-
tirado do Politiken:

Noroeste ’ (Q.. O Nordeste

Jogam as Brancas e ganham (Politiken, 28 de Dezembro de 1942)

Ao tratar este problema, o jogador das Brancas pode pensar
da seguinte forma:

a) Analisando com atengdo, pode concluir-se que, mesmo
que sejam as Negras a jogar, nio conseguem impedir que a peca em
E6 se conecte a margem nordeste. Se as Negras defenderem em F6,
as Brancas constroem uma escada, jogando em E5indo ao encontro
da ajuda da sua peca que estd E2 (ver esquema seguinte).

Noroeste ‘ (QO. O Nordeste
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Sendo assim, as Brancas nio devem jogar na zona de cone-
xao de nordeste, uma vez que essa conexao jd estd garantida. Este
procedimento é fundamental no Hex: ndo se perde tempo em
conexdes que jd estdo garantidas. Repare-se também no papel
fundamental da peca em E2. O Hex € um jogo de influéncia.

a) Jogando uma pega em C5 cria-se uma dupla ameaca (em
B6 e em B4):

Noroeste . @.. O Nordeste

Consequentemente, a jogada em C5 garante a conexio a
sudoeste e, consequentemente, ganha a partida. Tal como era
feito no Politiken, a solucdo pode ser apresentada em esquema
da seguinte forma:

Noroeste . .. O Nordeste
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René Descartes, grande sdbio francés nascido em 1596, es-
creveu uma obra sobre um método para ajudar a humanidade a
pensar bem (Discurso do Método). Um dos vdrios principios por
ele apontado € o seguinte: (...) Dividir a dificuldade nas par-
celas possiveis e necessdrias para melhorar a sua resolugdo.
(--.). Um problema de Hex é geralmente um exemplo cristalino
de aplicacio deste principio. Normalmente, o jogador divide o
seu problema nas vdrias conexdes possiveis, algumas garantidas
e outras por garantir, tentando conjugar tudo para conseguir a
decisdo global.

Este pequeno resumo estratégico é o possivel numa publi-
cacdo como esta, mas jd serve para dar uma pequena ideia sobre
o conteudo do Hex. O leitor interessado pode procurar mais
informacao em www.hexwiki.org.

Exemplo de uma partida

Em 2009, vai realizar-se na Covilha a final da quinta
edicio do Campeonato Nacional de Jogos Matemdticos (ver
http://ludicum.org/). Este evento, que conta na organizagio com
algumas das mais destacadas instituicdes portuguesas relacio-
nadas com a matemadtica, tem-se revelado um grande sucesso,
contando com dezenas de milhares de participantes do ensino
bésico e secunddrio. Um dos jogos escolhidos tem sido o Hex. Para
se observar o bom nivel atingido por alguns dos nossos jovens,
escolhemos, como exemplo, uma partida da segunda edicdo do
campeonato.



2CNJM, Aveiro, 2006
Jogador das Negras: Pedro Jorge; Jogador das Brancas: Carlos Louro
Jogam as Negras

1.B6
Excelente jogada, utilizando o conceito da contra-escada.
Ajogada 1. D7 era md devido a sequéncia 1...C5 2. D5 E6.

1...D7 2. B7C9 3. C8 E9 4. D9 E11
Repare-se agora como o jogador das Negras realiza e uma
preparacio de escada com recurso a uma ameaca dupla:




5. B10

Ao realizar esta jogada, as Negras ameagam simultaneamente
uma conexdo em A8 e uma incursio em D10 seguida de uma escada,
aproveitando o apoio de B10. O jogador das Brancas abandonou.

6-5-®
Le%0 O

020%
o2 ¢ Sg%
10 ) .@...

Posicao depois de 5. B10

A matemitica e o Hex

Além do interesse que o Hex tem como jogo, os matemati-
cos consideram-no muito interessante por ter vdrias conexdes
directas com tépicos matemadticos (alguns deles nada triviais).
Uma demonstracdo que é possivel fazer com todo o rigor é a de
que nio pode haver empates no Hex. Embora a demonstragio
formal saia fora do &mbito deste texto, podemos dar uma ima-
gem do que se passa da seguinte forma: imagine-se que as pecas
negras sio terra e as pegas brancas sdo dgua. Se enchermos alea-
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toriamente o tabuleiro de Hex de pecas negras e brancas, no caso
em que nao hajaum caminho de terra unindo SE a NO é porque a
dgua flui de NE a SO. Queremos dizer com isto que é impossivel
preencher o tabuleiro de Hex sem que haja um caminho ganha-
dor para um dos jogadores. Como curiosidade, ¢ interessante
referir que o colega de John Nash, David Gale, desmonstrou uma
surpreendente equivaléncia entre o facto de o jogo do Hex nio
ter empates e um resultado avancado de matematica.

No jd citado artigo de Martin Gardner é explicado como
John Nash demonstrou que, sem regra de troca, o primeiro joga-
dor ganha sempre um jogo de Hex. Vejamos o argumento:

1.° Uma vez que nio hd empates, tem de existir uma es-
tratégia ganhadora para o primeiro jogador ou para o segundo
jogador.

2.° Assuma-se que o segundo jogador tem uma estratégia
ganhadora, tendo em vista obter um absurdo.

3.° Tendo em conta a hipétese anterior, o primeiro jogador
pode adoptar a seguinte estratégia: joga uma peca num local
qualquer e em seguida joga a estratégia ganhadora do segundo
jogador. Uma vez que no Hex uma jogada extra nunca é preju-
dicial, a primeira jogada ndo provoca nenhuma md interferéncia
com a dita estratégia ganhadora. Sendo assim, com esta atitude,
o primeiro jogador ganhard, o que contraria a hipétese de haver
estratégia ganhadora para o segundo jogador.

Conclusido: Nao pode haver estratégia ganhadora para o
segundo jogador, o que implica que é o primeiro que tem estra-
tégia ganhadora.
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Notas:

Esta demonstracdo ndo é construtiva no sentido em que
nao explicita a estratégia ganhadora. Sendo assim, no estraga o
prazer de jogar. E sabido que em jogos abstractos como o Xadrez,
Damas, etc., existe um niumero finito de jogos possiveis (mas
absolutamente gigantesco!). Sendo assim, a drvore de variantes
possiveis € finita e, admitindo que ambos os jogadores a conhe-
cem e a percorrem da melhor maneira (segundo o ponto de vista
de cada um), existe um resultado determinado a partida. Em jo-
gos como o popular Jogo do Galo, o ser humano tem capacidade
para listar todas as hipéteses, compreendendo que, nao havendo
erros, o jogo termina empatado. Em casos como o Xadrez, nem
o melhor computador da actualidade consegue determinar o
resultado. E o facto de nés ndo conhecermos a boa estratégia
que torna os jogos interessantes.

No Hex, com a regra da troca, ¢ o segundo jogador que
ganha. O argumento é simples: se o primeiro jogador efectuar
um movimento ganhador, o segundo jogador troca e ganha; se
o primeiro jogador efectuar um movimento perdedor, o segundo
jogador fica com uma estratégia ganhadora ao seu dispor.



No seu artigo, Gardner mostra uma interessante estratégia
para tabuleiros ndo simétricos. A ideia consiste em utilizar um
método de casas conjugadas que garanta ao segundo jogador
uma vitéria. Repare-se na seguinte figura:

Sempre que o primeiro jogador (pecas negras) fizer uma
jogada, bastard ao segundo jogador (pegas brancas) fazer uma
jogada na letra correspondente. Esta construcgio simétrica ela-
borada por Gardner garante a vitéria ao segundo jogador. O su-
cesso desta estratégia deve-se ao facto dos caminhos vitoriosos
mais curtos do primeiro jogador serem mais compridos do que
os caminhos mais curtos do segundo.
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