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1. Introducao

No Moédulo Inicial do programa de Matemdtica A do 10° ano surge uma lista de
problemas que tém o objectivo de “.... consolidar e fazer uso de conhecimentos
essenciais adquiridos no 3° ciclo de modo tanto a detectar dificuldades em questdes
basicas como a estabelecer uma boa articulacio entre este ciclo e o Ensino Secundério.”
([PA], pag. 23). Os problemas sdo apresentados a titulo exemplificativo, podendo ser
substituidos por outros que o professor ache convenientes para os fins em vista. Dos
cinco problemas da lista, trés sdao de caricter geométrico (obtencdo de um
paralelogramo quando se unem os pontos médios dos lados de um quadrilatero,
existéncia de apenas cinco sdlidos platonicos e uma questdo de semelhancas aplicadas a
um problema da “vida real”, com garrafas) e os restantes dois sdo mais “algébricos”,
estando um relacionado com a histéria da Matemdtica (métodos usados por Pedro
Nunes para a resolu¢do de equagdes do primeiro e segundo grau) e o ultimo com
fracgdes. Foi precisamente este que chamou particularmente a nossa atencdo, pois
pareceu-nos levantar questdes interessantes e nada triviais, muito para além do que seria
de esperar num problema proposto a nivel de 10° ano. O seu enunciado completo € o
seguinte:

“Que nuimeros racionais sido representdveis por dizimas finitas? Qual a dimensdo do
periodo de uma dizima infinita periédica?”

Sucede que, enquanto a primeira questdo pode ser tratada facilmente a nivel do
Ensino Secunddrio, € muito mais dificil dar uma resposta satisfatéria a segunda; na
verdade, a primeira estd relacionada com os primos que surgem na factorizacdo do
denominador da fraccdo em causa, ao passo que no estudo da segunda hd necessidade
de utilizar conceitos e processos mais avangados, como a ordem de um elemento num
grupo ou o Teorema de Fermat-Euler, que sdo normalmente estudados no Ensino
Superior, em Algebra ou Teoria de Ntimeros.

Comecaremos por analisar as abordagens do assunto por parte de alguns
manuais do Ensino Secunddrio existentes no mercado e procuraremos em seguida
responder as duas questdes do problema.

2. Algumas abordagens do problema
Para facilitar a andlise, vamos chamar questdo A & pergunta “Que nimeros
racionais sdo representaveis por dizimas finitas?” e questdo B a “Qual a dimensdo do



periodo de uma dizima infinita periédica?”. Pelo mesmo motivo, vamos referenciar na
tabela 1 a seguir os diversos manuais da disciplina de Matemdtica A por nds
consultados.

[StAubyn] | Aubyn, M. St., Brito, C. e Martins, C. (2003) — Mat 10, parte 1, Lisboa

Editora, Lisboa

[Bernardes] | Bernardes, A., Loureiro, C., Viana, J. P. e Bastos, R. (2003) — Matemdtica

10, vol. 1 (Resolucdo de Problemas/Geometria), Edi¢des Contraponto,
Porto.

[Costa]

Costa, B., Rodrigues, M. E. e Resende, (2003) — Espaco 10, Edicdes
ASA, Porto.

[Gomes] Gomes, F., Viegas, C. e Lima, Y. (2003) — XegMat 10° ano, vol. 1,

Editorial O Livro, Lisboa.

[Jorge]

Jorge, A., Alves, C., Fonseca, G., Barbedo, J. (2003) — Infinito 10A, parte
1 (livro do professor), Areal Editores, Perafita.

[Mendes] Mendes, E., Santos, L. e Inacio, S. (2003) — Matemdtica A 10° ano,

Constancia Editora, Carnaxide.

[Neves] Neves, M. e Guerreiro, L. (2003) — Matemdtica A 10° ano (Geometria 1),

Porto Editora, Porto.

[Soveral] Soveral, A. e Silva, Carmen (2003) — Matemdtica 10° ano, vol. 1, Texto

Editora, Lisboa.

Tabela 1

Em alguns destes manuais ([StAubyn], [Neves], [Soveral] e [Mendes]), os

autores optaram por ndo abordar explicitamente os problemas A e B, o que é
perfeitamente legitimo, como ja referimos, limitando-se a algumas referéncias a
frac¢des, dizimas finitas e infinitas, nimeros racionais e irracionais. Quanto aos
restantes:

[Gomes] aborda brevemente o problema A, essencialmente a base de exemplos,
deixando como exercicio provar que as frac¢des cujo denominador € produto de
poténcias de base 2 ou 5 originam sempre dizimas finitas;

a abordagem feita em [Costa] é também sucinta mas muito interessante,
especialmente no que se refere ao problema B: dada uma frac¢éo irredutivel a/b,
correspondente a uma dizima infinita periddica, procura levar os alunos a uma
majoracdo do comprimento do periodo, considerando os restos possiveis da
divisdo de a por b; trata-se, em nossa opinido, de um bom exemplo de uma
situacdo em que, ndo sendo capazes de obter a solug@o exacta de um problema,
somos no entanto capazes de a limitar, o que € muito instrutivo;

em [Bernardes], dedica-se bastante atencdo ao problema A, por meio de
exemplos, chegando-se a conclusdes semelhantes as de [Gomes]; refira-se, no
entanto, que, para simplificar, sé se consideram fraccdes de numerador 1 (o que
evita problemas com fraccdes ndo irredutiveis...). O problema B apenas é
aflorado, dando-se exemplos de casos em que o periodo tem comprimento
maximo (1/7) e casos em que ndo tem (1/11); num dos exercicios, pede-se para
estimar o comprimento maximo da dizima de algumas fraccoes. O que distingue
esta obra das anteriores € uma maior insisténcia no uso das calculadoras, bem




como uma grande atenc¢do ao problema da passagem de dizima a frac¢do, quer
por via algébrica (a titulo de exemplo, seja x=0,(5) ; entdo 10x=5,(5) e,
subtraindo ordenadamente a primeira igualdade da segunda, vem
9x =35, donde x =5/9), quer usando a instru¢do [MATH] Frac das calculadoras da

Texas Instruments. Recomenda-se, no entanto, alguma cautela no uso desta
opgﬁol.

¢ finalmente, consideremos o manual [Jorge]. Nele surge aquela que €, de longe,
a abordagem mais completa do problema das fraccdes. Na forma de um didlogo
entre dois alunos, um dos quais “tem um segredo: gosta de fracgdes”, sdo
considerados os problemas A e B e a passagem de dizima a frac¢do. Depois de
algumas revisdes sobre a correspondéncia “niimero racional <> dizima finita ou
infinita peridédica” e “nimero irracional <> dizima infinita ndo periddica”,
estabelece-se a propriedade de que as dizimas finitas sdo equivalentes a frac¢des
com denominadores do tipo 2% x5 e considera-se em seguida o seu reciproco.
Assinala-se a conveniéncia de trabalhar com frac¢des irredutiveis e aborda-se
em seguida o problema B, chegando-se a conclusdes andlogas as de 2. Trata-se
também do problema da passagem de dizima a fraccdo, por via algébrica. Ao
longo do texto, tocam-se assuntos menos vulgares, como a no¢do de “cauda de
noves”, que permite reduzir as dizimas finitas a dizimas infinitas periddicas (por
exemplo, 0,5 = 0,499999999....), a de anteperiodo (sequéncia de algarismos
comecando imediatamente a seguir a virgula decimal e terminando
imediatamente antes do inicio do periodo; por exemplo, em 0,8(3), 8§ é o
anteperiodo). Da-se ainda um exemplo de niimeros ciclicos (embora sem usar o
nome), um tépico importante em Matematica Recreativa, a propdsito do estudo
de 1/7 (veja-se [GM]). Todo o didlogo € acompanhado de observagdes e
sugestdes pertinentes e ndo falta uma referéncia a dificuldade de usar as
magquinas de calcular habituais para o estudo dos periodos das dizimas.

1 P . .
A titulo de exemplo de resultados absurdos originados por um uso menos cuidadoso, vamos
mostrar como se pode representar um niimero irracional por uma frac¢do (!!!) usando uma TI-83: se

na calculadora, procurarmos o valor de \/ 0,25000000000001 obtemos 0.5, que €é transformado

onze zeros entre 0 5 e o 1

em 1/2 pela instrugdo [MATH] Frac; porém \/ 0,25000000000001 ¢ irracional, como se pode ver

reparando que \/ 0,25000000000001 = +/25000000000001 e que este ultimo radicando é igual
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ao produto dos factores primos 13,41 e 46904315197.

2O facto de as maquinas de calcular usuais apresentarem os resultados com um méximo de apenas
10 casas decimais pode levar os alunos a concluir erradamente que hd fraccdes as quais
correspondem dizimas infinitas ndo periddicas. Isso pode acontecer com frac¢des tdo simples como

1/17 =0, (05882352941 17647) , obtendo-se na TI-83 1/17 =0,0588235294 , sugerindo a

inexisténcia de periodo; veremos mais adiante como se pode resolver este problema.



3. Representacao de niimeros reais por dizimas

No estudo das dizimas como € habitualmente feito no 3° ciclo do Ensino Basico
e no Secunddrio, hd uma certa ambiguidade, relacionada com as chamadas “caudas de
noves”. A titulo de exemplo, consideremos o nimero 1/2. Tem-se por um lado 1/2 = 0,5
(dizima finita) e por outro lado 1/2 = 0,499999999..... (dizima infinita periddica).
Assim, a um mesmo nimero podem corresponder duas dizimas, que sdo distintas, no
sentido de que as sucessodes de digitos que as formam sdo diferentes. Seria naturalmente
conveniente tentar evitar este tipo de problemas, de forma a existir uma correspondéncia
biunivoca entre os nimeros reais e as dizimas. Com este fim em vista, vamos analisar
com algum pormenor em que consiste a representacio de ndmeros reais por dizimas.

No que se segue, vamos representar por \_aj a parte inteira (também conhecida

por caracteristica) do nimero real o; trata-se de uma notacdo usual em Teoria de
Numeros e parece-nos ser melhor que o C(o) ou o I(o) vulgarmente utilizados no
Ensino Secundério (para ndo falar no Int(a) das maquinas CASIO ou o iPart(o) das
TEXAS...)

Seja entdo o0 um nimero real positivo; ele pode obviamente ser escrito na forma
o =|a|+x, com 0<x<1. Supondo que | |>0, existird certamente um inteiro ndo

negativo n tal que 10" < |_05J< 10"™" e entdo, dividindo por 10" , segue-se que
lor]=A10" + X, com 0< A, = \_10_” (ZJ< 10 e 0< X, <10". Por aplicagdo sucessiva
do algoritmo da divisdo, vamos obter

X, =A,10""+X,, 0<A, <10, 0<X,<10""
X,=A10""+X,, 0<A <10, 0<X,<10""

X, =Al10+X, 0<A <10, 0<X, <10
X,=A,. 0<A, <I0.

n n+l? n+l

Tem-se assim a representagdo |_afj =A10" + A,10"" +...+ A 10+ A,,, que se

n+l?

costuma abreviar para \_aJ= AA,..A A, , com A #0, 0<A <10; isto é apenas a

n+l?
representacao habitual de um nimero inteiro em base 10.

Passemos ao tratamento da parte fracciondria (ou mantissa), x. O processo é
muito semelhante ao anterior, embora mais complexo. As justificacdes das
consideracdes um pouco mais delicadas sobre convergéncia e correspondéncia entre
dizimas e ndmeros reais que vamos fazer em seguida poderdo ser omitidas numa
primeira leitura.

Sejam x=f, e a, = |_10 flj; a, € um ndmero inteiro ndo negativo inferior a 10,
pelo que podemos escrever 10f, =a, + f,, sendo 0< f, <1. Repetindo o processo,
tem-se



, = LlOfZJ , 10f, =a, + f,,sendo 0< f, <1 e a, um nuimero inteiro ndo negativo
inferior a 10.

;= |_10f3J , 10f; =ay+ f,,sendo 0< f, <1 e a, um numero inteiro ndo negativo
inferior a 10.

€ assim sucessivamente.

al a2 m
Se representarmos por Xx, a soma —- + W +...+ 10"

, podemos escrever

X = xm + gm+1

com
S/ 1
< — Jm+l
_gm‘H lom <10m :
Associdmos assim ao numero x a dizima 0,q,aq,...... Como se tem 0<a, <9 para todo
oie lim g,,, =0, asérie
m—>+oo
400
ai
- 10°
converge para x. Escreve-se entdo x=0,a,a,......, como € usual. Qualquer dizima deste

género representa um ndmero real entre 0 e 1, mas hda um tipo de dizima que o processo
descrito nao pode gerar, a saber, as dizimas que contém uma “cauda de noves”. Com
efeito, tem-se

a, 1 9
gm+1 = — < =

izm+1 101 10"1 iZnHlW

e portanto ndo podemos ter uma infinidade de digitos 9 consecutivos a partir de
nenhuma ordem. Desta observagdo vai decorrer que a dizimas diferentes correspondem
ndmeros diferentes: suponhamos, com vista a um absurdo, que

S
10’ =10’
e que existia um indice n para o qual se tinha a, #b,. Seja N o menor indice para o

qual a, #b, . Entdo |aN —bN|21 e vem

le=b| 1 &9 _
th 210' 10N Z 0 " 107 ZW_O’

i=N+1 i=N+1



o que implica a existéncia de uma ‘“cauda de noves” ( a,—b, =9 ou
a,—b, =-9, para n 2 N ), o que jd vimos ser impossivel.

Combinando as expressdes obtidas anteriormente para as partes inteira e
fracciondria, podemos resumir as nossas conclusdes no seguinte teorema:

Teorema 1
Qualquer nimero real positivo o pode ser escrito na forma de uma dizima

AA,LA L aa,...,
com 0<A, <10,(I1<i<n+1) e 0<a, <10, para todo o natural i. Existe pelo menos
um A, ndo nulo e uma infinidade dos a; € diferente de 9. A correspondéncia acima

obtida entre os nimeros reais positivos e as dizimas é biunivoca’.

. . ~ 23 . o
Vejamos a titulo de exemplo a representacdo de a=2—0. Extraindo a parte inteira,

O{:E:H—i; Alzlex:i. Segue-se que 10x=15, donde a, =1, f, =0,5.
20 20 20

: 23
Agora 10f, =5, logoa, =5 ¢ f, =0. Tem-se finalmente a:% =115. Voltamos a
salientar que, tendo em conta o processo de representacdo que descrevemos, seria

incorrecto escrever o = % =1,149999999.... 4

4. Periodo de uma fraccao
Comecemos por reparar que, no estudo do periodo de uma frac¢éo p/g, podemos
sempre supor que p/g é uma fracc¢do propria irredutivel, isto é, queO< p<g,compe g
primos entre si, por reducdo a infima espécie e extraccdo da parte inteira. Por exemplo,
442 221 1
—=——=5+—.
88 44 44

Vamos referir brevemente algumas definicdes e resultados de Teoria dos
Numeros que serdao necessarios no seguimento.

? A titulo de curiosidade, referimos que esta correspondéncia, que pode ser feita em outras bases
além da base 10, pode ser usada para definir fun¢Ges sobre os nimeros reais operando sobre 0s
digitos das dizimas que os representam, permitindo a constru¢do de certos “monstros” da
Andlise, como fun¢des continuas em R sem derivada finita em nenhum ponto e linhas continuas
que preenchem um quadrado. Veja-se [GN] para mais detalhes.

* A discussdo do problema das “caudas de noves” que apresentdmos é demasiado complicada
para ser feita a nivel do Ensino Secunddério; assim, se se pretender abordar este assunto, somos
da opinido que a ndo consideragdo de “caudas de noves” deverd ser apresentada como uma
convengdo destinada a assegurar que a cada frac¢do corresponde uma tnica dizima.



Dado um ndmero natural n, representa-se por @(n) a quantidade de nimeros
naturais menores que n primos com n. Simbolicamente,
o(n) :#{me N:m<n Amdc(m, n) :1}.

Define-se assim uma fun¢do natural de variavel natural que goza das seguintes
propriedades:

1. (1) =1

2.Se n>1, ¢(n) <n—1, tendo-se a igualdade se e s6 se n é primo.

3. Se mdc(a, n) = 1, entdo a”™ dd resto 1 na divisdo por n (teorema de Fermat-Euler).

4. Se v é o menor nimero natural tal que a” da resto 1 na divisdo por n, entdo v divide
@(n) ; v diz-se a ordem de a médulo n.

5. Se n € um nimero natural maior que 1, e p,,... p, os seus factores primos, entdo
1 1
o(n) :n(l——)..[l——}
pl pr

As justificagdes das propriedades 1. e 2. sdo muito simples e ficam ao cuidado
do leitor; quanto ao teorema de Fermat-Euler e & propriedade 5., a sua demonstracéo
pode ser vista em qualquer tratado de Teoria de Ntmeros”. Provaremos apenas a
propriedade 4.

Demonstracio da propriedade 4.
Pelo algoritmo da divisdo, existem g e r naturais tais que @(n)=gXV+r , com

0<r<v. Vem entio a’ =a”" " =a’" :(a")? =1:1?=1 e como vV é o menor

nimero natural tal que a” dd resto 1 na divisdo por n, tem de ser r =0, e portanto vV
divide ¢(n), como queriamos.

O resultado principal desta seccdo € o seguinte:

Teorema 2
Seja x = p/q uma frac¢do propria irredutivel. Entdo:

1. adizima correspondente € finita se e s6 se ¢ ndo admite outros factores primos para
além de 2 e 5; mais precisamente, se ¢ =2%5%  entdo a dizima termina apés ¢
digitos, sendo ¢ = max(a, B )

> Sugerimos em particular a leitura do artigo [OP], que aborda também uma generalizagio do
teorema de Fermat-Euler devida ao matematico portugués Daniel Augusto da Silva.



2. se mdc(g, 10) = 1, a dizima ¢ infinita periédica com periodo v, sendo v 0 menor

nimero natural tal que o resto de 10" na diviséo por ¢ é igual a 1; v é pois a ordem
de 10 médulo ¢, na terminologia® da propriedade 4.

3. seg= 2956 0, sendo Q um niimero natural maior que 1 e primo com 10, a dizima é

periddica mista, com um periodo de v algarismos e um anteperiodo de ¢ algarismos,
onde V e ¢ tém os mesmos significado que em 2. e 1.

Demonstracao
1.
E 6bvio que a dizima correspondente a x = p/g termina se e sO se existir um nimero

natural n tal que 10" x seja um ndmero inteiro. Entdo, se ¢ = 2957  basta considerar
n=max(a, B) para se obter o resultado. Reciprocamente, se na decomposicio em
factores de g surgir um primo p, distinto de 2 e 5, a dizima ndo pode ser finita; com

efeito, se existisse um natural » tal que 10" P ke N, viria 10" p=kXxgq e p, divide
q

o segundo membro sem dividir o primeiro (ndo esquecer que supomos mdc(p, g) = 1), o
que ¢ absurdo.

Deixamos ao cuidado do leitor a justificacio da observacdo relativa ao comprimento da
dizima.

2.
Suponhamos agora que mdc(g, 10) = 1. Seja v a ordem de 10 médulo g (cuja
existéncia é garantida pelo Teorema de Fermat-Euler). Pondo de novo x = p/g, vem,

para um certo inteiro m, 10" =mgqg+1 e entdo,

=mp+£=mp+x;
q q q

porém, na nota¢do usada na seccio anterior, tem-se

lovleov(xv +gv+1):10V'xv +10ng+1 ZIOVXV +fv+1'

Como 0< x<1, segue-se que f,,, =x e o processo de obtencdo da dizima de x repete-
se a partir de f,,, =x. A dizima de x é pois periédica, com periodo no miximo de

comprimento V.

Por outro lado, dada uma dizima infinita periddica 0, (al ...a, ), tem-se que

® Na linguagem da Algebra Moderna, trata-se da ordem do elemento 10 no grupo das unidades
do semigrupo multiplicativo do anel (Z/ qZ,+,><), com as operagdes usuais entre classes de
congruéncias; faz sentido considerar esta ordem ja que mdc (g, 10) = 1.



a a 1 1
0,(a ...a,)=|—L+.. +—L | 1+—+ +...
@..a,) (10 10° j( 105 10%* j

_ a,10" +a,10"? +...+a,
10 -1

P
q

para certos nimeros naturais p e g, primos entre si.

Como ¢ divide 10" —1, segue-se que g =V, jd que Vv é, por definicdo, o menor natural
com esta propriedade. Portanto, a dizima € periddica com comprimento igual a ordem
de 10 médulo g.

3.

Para terminar, examinemos o caso em que x=p/g, com g = 2956 0, sendo Q0 um
ndmero natural maior que 1 e primo com 10.
Seja v a ordem de 10 médulo g e ¢ = max(e, ) . Entdo

1 C 1
A0°p P

10°x =
29520 0

com X inteiro, 0< X <10", 0< p'<Q e mdc(p',Q)=1.
Supondo que X >0, X pode representar-se na base 10, digamos

X=AA,..A
portanto podemos escrever

atendendo ao caso 2., a fraccdo p'/Q € periddica de periodo v e

n+l?

10"x=AA,...A,,.(a,...a,)

S+l

donde x=0,bb,...b,,(a,...a,),sendo b, =A, ,b_ =A

n+l? “c

,» etc.

A reciproca, isto é, que uma dizima desta forma representa uma fraccdo com
denominador da forma 2957 Q, é evidente, concluindo-se assim a demonstragido do
Teorema 2.

A titulo de exemplo deste terceiro caso, seja x = 3/140. Como 140 = 2?7 x5'%x7, tem-se
a=2, B=1, Q0=7; vem c=max(e, 8)=2. Entdo, 10°x=15/7=2+1/7 e dividindo
por 100 e tendo em conta que 1/7 = 0,(142857), obtemos 3/140 = 0,02(142857).

Observacoes
1. A hipétese de a fraccdo ser irredutivel € imprescindivel: por exemplo, o denominador
de 3/30 admite o factor primo 3 e a dizima correspondente € finita.



2. As conclusdes elementares sobre o comprimento do periodo referidas nos livros
analisados na sec¢do 2. sdo consequéncias imediatas do Teorema 2.

3. De acordo com o Teorema 2, o tipo de dizima, bem como o comprimento do periodo,
quando este existe, depende apenas do denominador da frac¢io; o numerador ndo tem
qualquer influéncia. Para vermos que o periodo, entendido como sequéncia de
algarismos, depende também do numerador, basta considerar os periodos das frac¢des
préprias de denominador 7, que exibem uma notavel regularidade (permutacio ciclica):

1/7 = 0,(142857) 4/7 = 0,(571428)
2/7 = 0,(285714) 5/7 = 0,(714285)
3/7 = 0,(428571) 6/7 = 0,(857142)

O caso geral (Qual a relagdo entre as sequéncia de algarismos que formam os
periodos das frac¢des do tipo p/g, com 1< p<g—1 e mdc(10,q) =mdc(p,q)=17?) é
um problema mais complicado e muito interessante, que nao vamos abordar aqui; o
leitor interessado pode consultar [Ore].

5. Alguns aspectos computacionais

Nesta sec¢do, vamos abordar alguns problemas de célculo decorrentes do estudo
da dizima correspondente a uma fraccdo dada; mais concretamente, veremos como
calcular o comprimento do periodo e obter a sequéncia de algarismos que o formam,
quando se verifica a segunda ou a terceira hipétese do Teorema 2 da sec¢do anterior.

O primeiro problema a considerar € o da simplificacdo da fraccdo, se tal for
necessario; para tanto basta determinar o maximo divisor comum dos termos da fracg¢ao,
0 que nao oferece dificuldades de maior’. Também é muito ficil ver se o denominador
tem ou ndo outros factores primos além de 2 e 5 (repare-se que para “extrair” os factores
2 e 5 ndo é, de modo nenhum, necessdrio proceder a decomposi¢do em factores primos,
um problema muito mais dificil). Assim, podemos concentrar-nos na segunda hipdtese
do Teorema 2, vendo como calcular a ordem de 10 com o denominador como médulo.
Seja pois ¢ um nimero natural primo com 10; pretendemos determinar o menor natural

v tal que 10" d4 resto 1 ao ser dividido por g. Recorrendo a linguagem das congruéncias,
V= min{ne N:10" =1 (mod q)} Comecemos por observar que a ideia “natural” de ir
calculando as sucessivas poténcias de 10 e dividindo-as por g até obter resto 1 é
computacionalmente desastrosa. Por exemplo, para determinar a ordem de 10 (mod 17)
(que € igual a 16) por este processo, seria necessario ver os restos que dao na divisdo
por 17 os niimeros 10' =10, 10° =100,...., 10'® =10000000000000000 ! O problema

pode ser resolvido com facilidade reparando que se 10" =a (mod g) , entdo

7 As calculadoras TI — 83 permitem calcular o maximo divisor comum de dois nimeros (fungio
ged do submenu NUM do Menu MATH). Caso se pretenda fazer a simplificacdo sem recurso a
calculadora, os alunos terdo de proceder por tentativas ou determinar o maximo divisor comum
dos termos da frac¢do por decomposi¢do em factores primos, ja que desconhecem o algoritmo
de Euclides, um processo muito mais “econdémico” em termo de célculos.



10" =10a (mod ¢) e reduzindo (mod g) o segundo membro da congruéncia antes de

efectuar a proxima multiplicagdo por 10. Por exemplo, para calcular a ordem de 10
(mod 7), basta reparar que:

10' =3 (mod 7)

10> =30=2 (mod 7)
10°=20=6 (mod 7)
10*=60=4 (mod 7)
10°=40=5 (mod 7)
10°=50=1 (mod 7),

concluindo-se que a ordem é 6.

O programa seguinte, escrito para a TI — 83, implementa o algoritmo
anteriormente descrito.

PROGRAM:ORDEM

:ClrHome

:Input "VALOR DE Q?",Q
:15d

:For(I,1,Q-1)
:10*xJ-1Part((10%J)/Q)*Q>J
I J=1

:Then

:Disp"ORDEM=",1

:Stop

:End

:End

O programa é muito simples: a partir do valor de Q (suposto® primo com 10),
retorna o valor da ordem de 10 (mod Q). O resto da divisdo inteira de 10*J por Q é
calculado na linha

:10%J-1Part((160xJ)/Q)*Q->J

e é armazenado na varidvel J.

Repare-se que, ao contrario do que poderia parecer natural, ndo utilizimos ¢(Q)
como limite superior do ciclo, mas sim Q-1: de um modo geral, é mais fécil e
econdmico executar mais algumas vezes as instrugdes do ciclo For do que proceder ao
cdlculo de ¢(Q), um problema que pode ser dificil quando Q é grande.

¥ O programa ndo verifica se mdc(10, Q) = 1; o leitor pode facilmente adaptd-lo de forma a
proceder a esta verificacdo, se assim o desejar.




Resolvido o problema do célculo do comprimento, vejamos como determinar a
sequéncia de algarismos que forma o periodo. Tal como anteriormente, a abordagem
simples (efectuar a divisdo do numerador pelo denominador e ir acrescentando zeros a
direita da virgula) € impraticdvel, a ndo ser nos casos mais simples (experimente-se
dividir “a mao” 1 por 97...). Mesmo com calculadora, ndo conseguimos ir muito mais
longe por esta via; veja-se o exemplo de 1/17, ja referido na nota 2. Apresentamos a
seguir, por meio de um exemplo, um artificio que resolve o problema para periodos de
comprimento “moderado”.

Exemplo 1:
Determinar o periodo de 1/17.

Usando a TT - 83, tem-se a seguinte aproximacao por defeito

1/17 = 0,0588235294 . (1)

E fécil ver que o comprimento do periodo é 16, recorrendo ao programa ORDEM
ou entdo reparando que os possiveis comprimentos sdo 1, 2, 4, 8 ou 16, os divisores de
¢(17)=16, e que a aproximagdo acima indicada exclui imediatamente as quatro

primeiras possibilidades.

Podemos escrever a igualdade 1/17 =0,0588235294+r, com r =0, donde se

_ -10
conclui que r = ! 17X0’10758833594 = 2X11;) = %XIO_IO. Recorrendo de novo a

calculadora,

2/17 = 0,1176470588 . )

Multiplicando ambos os membros de (2) por 107" e tendo em conta (1), vem

que 1/17 =0,05882352941176470588...., ou, atendendo a que o comprimento do periodo é 16,
1/17 =0,(0588235294117647) .

Sugerimos ao leitor que determine por este método’ o periodo de mais algumas
frac¢des como, por exemplo 1/29, 1/31 ou 1/97.

? O leitor que queira ver um exemplo dos métodos (frequentemente muito engenhosos) usados
para este tipo de cdlculos quando ndo havia meios de cdlculo automético pode ler a
determinacgdo do periodo de 1/97 em [BA]. A titulo de curiosidade, refira-se que no século XIX
o famoso calculador William Shanks determinou o periodo de 1/17389, que tem 17388 (!)
algarismos e calculou o comprimento dos periodos de todas as frac¢des do tipo 1/p, para p
primo menor que 120000 (!!).



Se se pretende levar mais além este tipo de estudos, é conveniente dispor de
software de computacdo algébrica, como o Mathematica, Maple ou Derive, que
permitem trabalhar com um nimero (quase) ilimitado de casas decimais. Dado que as
nossas Escolas Secundirias ndo tém, em geral, estes programas, sugerimos em
alternativa o programa Maxima (ver [TD]), que pode ser obtido gratuitamente em
http://maxima.sourceforge.net. Apresentamos em seguida a determinacio do periodo de
1/97 usando o Maxima.

(C1) fpprec:200;

(D1) 200

(C2) bfloat(1/97);

(D2) 1.03092783505154639175257731958762886597938144329896907216494845360824742#

26804123711340206185567M0103092783505154639175257731958762886597938144329896907#

21649484536082474226804123711340206185567M010309278B-2

(os simbolos M foram por nés inseridos para delimitar o periodo)

A instru¢do da linha (Cl) fpprec:200; faz com que o Maxima apresente os
resultados com 200 algarismos significativos (por defeito, sdo 16) e a instrugdo da linha
(C2) bfloat(1/97); leva a que o resultado da divisdo de 1 por 97 seja apresentado em
notacgdo cientifica (os simbolos finais da linha (D2), “B-2”, correspondem ao e-2 da TI-
83).

Como alternativa ao software de computacdo algébrica geral, podem-se apontar
os programas concebidos explicitamente para Teoria de Numeros, como, por exemplo, o
PARI/GP (disponivel em http://pari.math.u-bordeaux.fr/). Este é, no entanto, um
programa muito sofisticado, destinado essencialmente a investigacdo, pelo que a sua
utilidade no Ensino Secunddrio é discutivel. Apresentamos a seguir o cilculo da ordem
de 10 (mod 17389) no PARI.

GP/PARI CALCULATOR Version 2.2.8 (development CHANGES-1.887)
1686 running cygwin (ix86 kernel) 32-bit version
compiled: Jan 13 2004, gcc-3.3.1 (cygming special)
(readline v4.3 enabled, extended help available)

Copyright (C) 2003 The PARI Group

PARI/GP is free software, covered by the GNU General Public License, and
comes WITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.

Type ? for help, \q to quit.
Type ?12 for how to get moral (and possibly technical) support.

realprecision = 28 significant digits
seriesprecision = 16 significant terms
format = g0.28

parisize = 4000000, primelimit = 500000
(12:59) gp > znorder(Mod(10,17389))
%1 =17388

(13:00) gp >




No exemplo anterior, Mod(10, 17389) faz com que o programa considere 10 como
elemento do grupo das unidades do semigrupo multiplicativo do anel (7./173897,,+,x),
e znorder calcula a ordem deste elemento (veja-se a nota 6). Repare-se que o cdlculo,
feito num Pentium 4 a 3.0 Ghz é praticamente instantdneo; a TI-83, com o programa
ORDEM, leva cerca de 15 minutos para o fazer.

Para terminar, gostariamos de referir um programa muito interessante, escrito
para alunos de um curso bésico de Teoria de Numeros e que possibilita a realiza¢do dos
vérios tipo de célculos apresentados neste trabalho: o programa Numbers, disponivel
em http://archives.math.utk.edu/software/msdos/number.theory. Trata-se de um
programa de utilizacdo muito simples, mas que implementa a generalidade dos
algoritmos basicos da Teoria de Numeros, pelo que o aconselhamos vivamente. Tem no
entanto um problema: como foi escrito para MSDOS, pode néo correr em Windows XP,
pelo que o leitor interessado na sua utilizagdo devera primeiro instalar um emulador de
DOS: sugerimos o DOSBox com o frontend D-Fend, disponiveis em
http://dosbox.sourceforge.net/ e http://members.home.nl/mabus/, respectivamente.
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