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Deus criou 

tudo o resto é obra do Homem.
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Teorema de Pitágoras







Boa Ordem!

Qualquer subconjunto (não vazio) de

tem elemento mínimo.



Se 
então esta é a medida da hipotenusa de um triângulo  
rectângulo isósceles de catetos unitários.



Multiplicando por n obtemos um triângulo rectângulo isósceles de 
lados inteiros. Tem de haver um que é o menor de todos (na medida 
da hipotenusa).

Mas a construção seguinte mostra que dado um destes, obtemos un 
menor facilmente!

Logo, por redução ao absurdo, fica provado que a raíz de 2 não é 
racional.



Indução

Seja S um conjunto de números naturais tal que: 
S contém o número 1. 
O sucessor de qualquer elemento de S também pertence a S. 

Então S é o conjunto de todos os números naturais.  

[Nota: o sucessor de n é n+1]











Princípio de Indução



Para temos:



Seja a um número real, . Mostre que





A importância do caso-base na aplicação do 
Princípio de Indução



Prove que todas as mulheres loiras têm olhos azuis estabelecendo, 
por indução, que se num conjunto de mulheres loiras uma delas  
(pelo menos) tiver olhos azuis, então todas têm olhos azuis.

Isto é, para todos os números 
naturais n, tem-se:  

Se L é um conjunto de n mulheres 
loiras tais que uma delas, pelo 
menos, tem olhos azuis, então 
todas as mulheres do conjunto L 
têm olhos azuis. 



Seja S o conjunto dos números naturais para os quais a proposição é 
verdadeira.  Relembremos o que temos de verificar:



Para o passo de indução talvez ajude notar que, por exemplo para 
k=3, se tem



Princípio de Indução Completa



No primeiro dia os números 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 são metidos 
numa caixa e, imediatamente após isso feito, o 1 é retirado. 
No segundo dia entram cem números (a começar no 11) e o 2 é 
retirado. 
No terceiro entram os mil números naturais seguintes e o menor da 
caixa é retirado (era o 3). 
... 
No n-ésimo dia entra a n-ésima potência de 10 de números e um é 
retirado.   

No fim dos tempos, qual é o conteúdo da caixa?...
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Na ilha Penantopólis todos os habitantes nascem e vivem todas as 
suas vidas com um chapéu na cabeça. Os chapéus podem ser 
vermelhos ou azuis. Os nativos não dispõem de espelhos e não 
querem indagar sobre a cor do próprio penante, se bem que todos 
sejam muito racionais e tenham óptimas capacidades dedutivas.  

A razão para este comportamento está numa lei terrível, de todos 
conhecida, mas a que todos parecem indiferentes: quem souber que a 
cor do seu chapéu é azul deve suicidar-se logo após a reunião diária 
(uma boa tradição) que sempre ocorre ao fim do dia.  

A vida decorria serenamente em Penantopólis até que um náufrago 
deu à ilha e, numa das reuniões, tomou conhecimento dessa horrível 
lei. Admirado, o estrangeiro, que se chamava Fagundes, disse: “É 
curioso, porque vejo pelo menos uma pessoa com chapéu azul”. 

Como continuará agora a vida em Penantopólis? 



Vejamos, se houver somente uma pessoa com chapéu azul, esta, ao 
ouvir o estrangeiro, e vendo somente chapéus vermelhos, deduz 
imediatamente que se deve suicidar. 

Se forem duas as pessoas com chapéu azul, chamemos-lhes Ara e 
Breu, então cada uma delas vê um chapéu azul, pelo que nada sucede 
na primeira noite. Mas na segunda, a nativa Ara, ao constatar que o 
Breu  não se suicidou, compreende que é azul o seu próprio chapéu. O 
raciocínio do Breu é análogo. Temos dois suicídios na segunda noite.  



O que se passa é que, se houver n pessoas com chapéus azuis, então 
elas matam-se na n-ésima noite. 

A prova faz-se por indução.  

Os casos n=1 e n=2 já foram analisados. 
Suponhamos que, se houver k ilhéus com chapéus azuis, eles se 
suicidam à k-ésima noite.  

Seja agora a Zorra um dos k+1 portadores de penante azul. Ela vê k 
chapéus azuis e não sabe se o total é k ou k+1. Mas, no fim da k-
ésima noite, nada sucede, e a Zorra  compreende que isso se deve ao 
facto de os k portadores de chapéu azul que ela vê também verem k 
chapéus azuis (e não k-1, o que sucederia se o seu chapéu fosse 
vermelho). Assim, na noite seguinte, tanto a Zorra como todos os 
outros da sua condição se suicidam.                     QED 



O que causa esta vaga de suicídios? Sem a intervenção do Fagundes 
nada disto sucederia. Mas a sua intervenção é trivial, ele diz algo que 
todos sabem (se k for maior que 1). Se ele não introduz nada de novo, 
o que leva as pessoas a matarem-se? 
Ilustremos com o caso em que há dois chapéus azuis, dos nativos Ara 
e Breu. Antes do estrangeiro chegar, a Ara sabia que o Breu tinha um 
chapéu azul e o Breu sabia que a Ara  tinha um chapéu azul. Cada um 
deles parece saber mais do que a afirmação do Fagundes. Mas o que a 
Ara  não sabia, e passou a saber, é que o Breu sabe que há pelo menos 
um chapéu azul; de forma semelhante, o Breu  aprende do estrangeiro 
que a Ara  sabe que há pelo menos um chapéu azul. Claro que 
podemos trocar os papéis da Ara e do Breu entre si, o que sucede a 
um sucede ao outro. Cada um deles passa a poder dizer a qualquer 
outro: “Agora sei que sabes que há pelo menos um chapéu azul”. É 
esta a novidade do Fagundes!  



A Ana, a Laura e a Francisca numa festa. As três amigas recebem 
convites que trazem também a descrição de um jogo social que será 
praticado quando chegarem ao local da diversão. As regras são as 
seguintes: Ao entrar na casa o mordomo coloca na cabeça de cada 
uma delas um chapéu. Este só pode ser vermelho ou azul, e a escolha 
é feita por moeda ao ar pelo criado. Cada uma das três não pode ver o 
chapéu que tem na própria cabeça, mas vê com facilidade os que 
couberam às outras duas amigas. Num momento preciso, 
simultaneamente, as três convidadas tentam adivinhar a cor do chapéu 
que lhes coube, ou dizem ”passo!”.



Se pelo menos uma acertar e nenhuma errar, ganham, em conjunto, 
um bilião de euros. Caso contrário não ganham nada. 
Ao ver o convite, disse a Laura: ”Bom, vocês passam e eu digo uma 
cor à sorte. Assim temos 50 por cento de chances de ganhar uma 
fortuna. 
”Espera”, disse a Francisca, ”parece-me que há maneira mais 
inteligente de jogar...” 

O que passou pela cabeça da Francisca? 



A estratégia da Laura dá 50% de hipóteses de ganhar, mas a da 
Francisca garante 75%. Consiste no seguinte: cada uma deve passar 
se vê dois chapéus de cores diferentes e, se vê dois da mesma cor, 
deve apostar na cor contrária. Uma análise de todos os casos 
possíveis, 8, mostra que esta forma de jogar ganha em 6. 



Um rei perverso tem por hábito colocar um puzzle aos condenados, mesmo 
antes de estes serem executados. Os que se saírem bem são poupados. Neste 
dia havia três condenados ao garrote. O rei mandou colocá-los em fila, de 
forma que o preso 3 vê o 1 e o 2, o segundo só vê o primeiro e este não tem 
qualquer contacto visual com os demais. 
Disse o rei: ”Há três chapéus vermelhos e dois azuis, e é desses que vou 
tirar três e distribuir por vocês. Quem souber a cor do chapéu que lhe coube 
não será executado, antes partirá livre. Mas tem de ter a certeza absoluta 
e ser capaz de explicar as suas conclusões. Responda primeiro o prisioneiro 
3, depois o 2 e finalmente o 1.” 
E assim foi, o preso 3, por não saber a cor do chapéu que lhe coubera, foi 
morto. O número 2 teve igual sorte. Mas o prisioneiro 1 salvou-se! Como?



O que pensou o prisioneiro 1: para o 3 morrer é porque não viu dois 
azuis, e, sabendo isto, o 2 só morreu porque não viu um azul, portanto 
o 2 viu um chapéu vermelho, o meu.  





Os jogadores organizam-se em pares. Para cada par (x,y) o prisioneiro 
x diz a cor do chapéu que vê em y, e y diz a cor contrária à do chapéu 
que vê em x. Assim, se o par tiver dois chapéus da mesma cor, salva-
se x, se tiverem cores diferentes, salva-se y. Assim, metade sobrevive, 
e Spartacus tem razão. 





 O último prisioneiro, que é o primeiro a falar, grita "vermelho" se vir 
um número ímpar de chapéus vermelhos, e grita "azul" se vir um 
número par de chapéus vermelhos. Assim, o próximo prisioneiro já 
pode deduzir a cor do seu chapéu assim como todos os outros. No 
máximo, morrerá um prisioneiro! 







PRINCÍPIO DAS GAVETAS



Se tivermos n+1 objectos e n gavetas… então pelo 
menos uma gaveta ficará com mais do que um 
objecto!

Objecto = carta de jogar 

Gaveta = naipe 

Ficamos a saber que em cada 5 cartas há repetição de 
naipe!



Em Lisboa há pelo menos duas pessoas com o mesmo número  
de cabelos na cabeça (carecas não contam).

Ninguém tem mais de 300 000 cabelos. 
Há 1 000 000 de não carecas em Lisboa.



Suponha que tem um conjunto com 51 números diferentes, todos de 1 
a 100. Prove que dois desses números somam exactamente 100.

S1={1,99}, ..., S49={49,51}, S50={50} são as gavetas



É possível pavimentar o tabuleiro mutilado com peças de dominó?


