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Os Elementos de Euclides (~300 aC)
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e No Livro | Euclides introduz 23 definicdes dentre as quais destacamos:

01. Um ponto € aquilo que ndo tem partes;

02. Uma linha & um comprimento sem largura;

15. Um circulo € a figura plana fechada por uma linha tal que todos os segmentos sobre ela estejam e que passem por um
ponto determinado do interior da figura sejam iguais entre si;

23. Retas paralelas s&o linhas retas que, estando no mesmo plano, prolongadas indefinidamente nos dois sentidos, ndo se

cruzam.



o Postulados

i) “Uma linha reta pode ser tracada de um para outro ponto qualquer’;

i) “E possivel prolongar arbitrariamente um segmento de reta”;

i) “E possivel tracar um circulo com qualquer centro € raio”;

Iv) “Dois angulos retos quaisquer sao iguais entre si’;

v) “Se uma reta, interceptando duas outras retas forma angulos interiores do mesmo lado menores do que
dois angulos retos, entdo as duas retas, caso prolongadas indefinidamente, se encantram do mesmo lado
em que 0s angulos sao menores do que dois angulos retos”.
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V)

“‘Grandezas iguais a uma mesma grandeza s&o iguais entre si’;

“Se a grandezas iguais forem adicionadas grandezas iguais, as somas seréo iguais”;
“Se grandezas iguais forem subtraidas de grandezas iguais, os resultados serao iguais”;
“Grandezas que coincidem entre si sdo iguais’;

“O todo € maior do que suas partes”.
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N=1{1,23,4,5,...}

No = {0,1,2,3,4,5,...}
0 — 9

2,-1,0,1,2,3,4,5,...}
Z=1{.., -3 -2



Deus criou
N=1{1,2,3,4,5,...}

tudo o resto ¢ obra do Homem.

Leopold Kronecker - XIX



Teorema de Pitagoras
Elementos 1-47
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Teorema de Pitagoras










Boa Ordem!

Qualquer subconjunto (ndo vazio) de
N=1{1,2,3,4,5,...}

tem elemento minimo.



V2¢Q

Se
J2—m entdo esta ¢ a medida da hipotenusa de um tridngulo
" rectangulo 1so0sceles de catetos unitarios.




Multiplicando por n obtemos um triangulo rectangulo 1sosceles de
lados 1nteiros. Tem de haver um que ¢ o menor de todos (na medida
da hipotenusa).

Mas a construcao seguinte mostra que dado um destes, obtemos un
menor facilmente!

iy

i

Logo, por reducao ao absurdo, fica provado que a raiz de 2 ndo ¢
racional.



Inducao

Seja S um conjunto de nimeros naturais tal que:

S contém o numero 1.
O sucessor de qualquer elemento de S tambeém pertence a S.

Entao S € o conjunto de todos os numeros naturais.

[Nota: o sucessorde n ¢ n+1]
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Principio de Indugao

| =

Vk,keS=k+1€S }éS_N



Para n = 1temos:

_n(n+1)
.

1+2+34+---4+n

1+3+5---—|—(2n—1):n2

n(2n —1)(2n + 1)
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(1) +22) + 33 +---+n(n!) = (n+1)! -1

Seja a um namero real, a > —1. Mostre que

(1+a)" =21+ na (n>1)



(2n)!

o2nn!



A 1mportancia do caso-base na aplicacao do
Principio de Indugao

1
14+24+3+-+n= n(n;— ) + 7T

1 +2+44 4201 =2"



Prove que todas as mulheres loiras t€m olhos azuis estabelecendo,
por inducao, que se num conjunto de mulheres loiras uma delas
(pelo menos) tiver olhos azuis, entdo todas t€m olhos azuis.

Isto €, para todos os numeros
naturais n, tem-se:

Se L ¢ um conjunto de » mulheres
loiras tais que uma delas, pelo
menos, tem olhos azuis, entao
todas as mulheres do conjunto L
tem olhos azuis.



Seja S o conjunto dos numeros naturais para 0s quais a proposi¢ao €
verdaderra. Relembremos o que temos de verificar:

| =

Vk.keS=k+1€S il



Para o passo de inducao talvez ajude notar que, por exemplo para
k=3, se tem

{ah az2,0a3, CL4} — {afl7 az, CL3} U {CLl, as, 04}



Principio de Indu¢ao Completa

1e S

Vk,1,2,...,keS=k+1€S }:>S:N



No primeiro dia os nimeros 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10 sao metidos
numa caixa ¢, imediatamente apos 1sso feito, o 1 € retirado.

No segundo dia entram cem numeros (a comecarno 11)e o 2 ¢
retirado.

No terceiro entram os mil nimeros naturais seguintes € o menor da
caixa ¢ retirado (era o 3).

No n-¢s1mo dia entra a n-¢sima poténcia de 10 de numeros ¢ um ¢
retirado.

No fim dos tempos, qual ¢ o conteudo da caixa?...
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Na 1lha Penantopolis todos os habitantes nascem e vivem todas as
suas vidas com um chapéu na cabeca. Os chapéus podem ser
vermelhos ou azuis. Os nativos nao dispoem de espelhos € nao
querem indagar sobre a cor do proprio penante, se bem que todos
sejam muito racionais € tenham Optimas capacidades dedutivas.

A razao para este comportamento esta numa lei terrivel, de todos
conhecida, mas a que todos parecem indiferentes: guem souber que a
cor do seu chapeu é azul deve suicidar-se logo apos a reunido didria
(uma boa tradicao) que sempre ocorre ao fim do dia.

A vida decorria serenamente em Penantopolis até que um naufrago
deu a 1lha e, numa das reunides, tomou conhecimento dessa horrivel
lei. Admirado, o estrangeiro, que se chamava Fagundes, disse: “E
curioso, porque vejo pelo menos uma pessoa com chapeéu azul”.

Como continuara agora a vida em Penantopolis?



Vejamos, se houver somente uma pessoa com chapéu azul, esta, ao

ouvir o estrangeiro, ¢ vendo somente chapéus vermelhos, deduz
imediatamente que se deve suicidar.

Se forem duas as pessoas com chapeu azul, chamemos-lhes Ara ¢
Breu, entao cada uma delas vé um chapéu azul, pelo que nada sucede
na primeira noite. Mas na segunda, a nativa Ara, ao constatar que o
Breu nao se suicidou, compreende que € azul o seu proprio chapéu. O
raciocinio do Breu ¢ analogo. Temos dois suicidios na segunda noite.



O que se passa € que, se houver n pessoas com chapeus azuis, entao
clas matam-se na n-¢sima noite.

A prova faz-se por inducio.

Os casos n=1 e n=_2 ja foram analisados.
Suponhamos que, se houver £ 1lhéus com chapéus azuis, eles se
suicidam a k-¢sima noite.

Seja agora a Zorra um dos k+1 portadores de penante azul. Ela vé k
chapéus azuis € nao sabe se o total ¢ k£ ou k+1/. Mas, no fim da -
¢sima noite, nada sucede, € a Zorra compreende que 1sso se deve ao
facto de os k portadores de chapeu azul que ela vé também verem k&
chapcus azuis (e nao k-1, o que sucederia se o seu chapeu fosse
vermelho). Assim, na noite seguinte, tanto a Zorra como todos os
outros da sua condicao se suicidam. QED



O que causa esta vaga de suicidios? Sem a intervencao do Fagundes
nada disto sucederia. Mas a sua intervencao ¢ trivial, ele diz algo que
todos sabem (se k for maior que 1). Se ele ndo introduz nada de novo,
o que leva as pessoas a matarem-se?

[lustremos com o caso em que ha dois chapéus azuis, dos nativos Ara
¢ Breu. Antes do estrangeiro chegar, a Ara sabia que o Breu tinha um
chapcu azul e o Breu sabia que a Ara tinha um chapeu azul. Cada um
deles parece saber mais do que a afirmacao do Fagundes. Mas o que a
Ara nao sabia, e passou a saber, ¢ que o Breu sabe que ha pelo menos
um chapéu azul; de forma semelhante, o Breu aprende do estrangeiro
que a Ara sabe que ha pelo menos um chapéu azul. Claro que
podemos trocar os papeis da Ara € do Breu entre s1, o que sucede a
um sucede ao outro. Cada um deles passa a poder dizer a qualquer
outro: “Agora sei que sabes que ha pelo menos um chapéu azul”. E
esta a novidade do Fagundes!




A Ana, a Laura ¢ a Francisca numa festa. As trés amigas recebem
convites que trazem tambeém a descricao de um jogo social que sera
praticado quando chegarem ao local da diversao. As regras sao as
seguintes: Ao entrar na casa o mordomo coloca na cabeca de cada
uma delas um chapeu. Este so pode ser vermelho ou azul, e a escolha
¢ feita por moeda ao ar pelo criado. Cada uma das trés nao pode ver o
chapeu que tem na propria cabeca, mas v€ com facilidade os que
couberam as outras duas amigas. Num momento preciso,
simultaneamente, as trés convidadas tentam adivinhar a cor do chap¢u
que lhes coube, ou dizem passo!™.



Se pelo menos uma acertar € nenhuma errar, ganham, em conjunto,
um bilido de euros. Caso contrario nao ganham nada.

Ao ver o convite, disse a Laura: ”Bom, vocés passam ¢ eu digo uma
cor a sorte. Assim temos 50 por cento de chances de ganhar uma
fortuna.

“Espera’, disse a Francisca, ’parece-me que ha maneira mais
inteligente de jogar...”

O que passou pela cabeca da Francisca?



A estratégia da Laura da 50% de hipoteses de ganhar, mas a da
Francisca garante 75%. Consiste no seguinte: cada uma deve passar
se ve dois chapéus de cores diferentes €, se vé dois da mesma cor,
deve apostar na cor contraria. Uma analise de todos os casos
possiveis, 8, mostra que esta forma de jogar ganha em 6.



Um re1 perverso tem por habito colocar um puzzle aos condenados, mesmo
antes de estes serem executados. Os que se sairem bem sdao poupados. Neste
dia havia trés condenados ao garrote. O re1 mandou coloca-los em fila, de
forma que o preso 3 v€ 0 1 € 0 2, 0 segundo sO v€ o primelro € este nao tem
qualquer contacto visual com os demais.

Disse o re1: "Ha trés chapéus vermelhos e dois azuis, € € desses que vou
tirar trés e distribuir por vocés. Quem souber a cor do chapéu que lhe coube
nao serd executado, antes partira livre. Mas tem de ter a certeza absoluta

e ser capaz de explicar as suas conclusoes. Responda primeiro o prisioneiro
3, depois o 2 ¢ finalmente o 1.”

E assim foi, o preso 3, por nao saber a cor do chapéu que lhe coubera, fo1
morto. O numero 2 teve 1gual sorte. Mas o prisioneiro 1 salvou-se! Como?



O que pensou o prisionelro 1: para o 3 morrer € porque nao viu dois
azuis, €, sabendo 1sto, 0 2 sO morreu porque nao viu um azul, portanto
0 2 viu um chapéu vermelho, o meu.



Outro rei, outros condenados, o mesmo vicio do jogo. As regras sao bem
conhecidas dos prisioneiros, que se reunem mesmo antes de o jogar, para

tentar escolher uma boa estratégia (se é que existe umal!). Desta vez sao
colocados chapéus em todos os 38 condenados, que podem ser vermelhos ou

azuis. Cada um ve os chapéus dos outros, mas nao o préoprio. A um sinal do
rel todos devem tentar adivinhar a cor do seu chapéu. Quem acertar vive,
quem errar morre. O jogo efectuou-se e 19 presos sobreviveram. Disse o
rel: " Tivestes sorte!” Respondeu Spartacus, um dos sobreviventes: ”Nunca
mataras mais de metade de nés!”

Podera Spartacus ter razao?



Os jogadores organizam-se em pares. Para cada par (X,y) o prisioneiro
x diz a cor do chapéu que v€ em y, € y diz a cor contraria a do chapeu
que v€ em X. Assim, se o par tiver dois chapéus da mesma cor, salva-
se€ X, se tiverem cores diferentes, salva-se y. Assim, metade sobrevive,
e Spartacus tem razao.



O rel da estoria anterior irritou-se e, no dia de execucoes seguinte, mudou
as regras. Agora os 59 prisioneiros sao colocados em fila. Cada um recebe
um chapéu que pode ser vermelho ou azul. O dltimo da fila (o 59) vé todos
0s outros, o 48 ve todos menos o 59, cte. Comecando pelo 59, cada preso
deve tentar adivinhar a cor do seu chapéu. Se acertar, vive, se errar morre.
Mas a execucao sO € electuada no dia seguinte. Por isso, cada preso ouve
os palpites dos prisioneiros que o precedem, mas nao sabe se sdao bons ou
maus. Isto é, o prisioneiro genérico, na posicao i, vé os chapéus dos presos
1.2,....72— 1 c ouve os palpites dos presos ¢+ 1,7+ 2.....59. O rei concedce
uma reuniao aos 59 condenados antes do jogo fatal. Desta vez, pelo aspecto
[eliz dos prisioneiros, poucos irao morrer.

Quantos sc podem, de certeza, salvar?



O ultimo prisioneiro, que € o primeiro a falar, grita "vermelho" se vir
um numero impar de chap¢us vermelhos, ¢ grita "azul" se vir um
numero par de chapéus vermelhos. Assim, 0 proXimo prisioneiro ja
pode deduzir a cor do seu chapéu assim como todos os outros. No
maximo, morrera um prisioneiro!



Vinte e tres prisioneiros chegam a uma cadeia onde o carcereiro lhes
explica as regras da casa, antes de lhes permitir uma reuniao geral, ao que
se seguira o confinamento em celas individuais sem possibilidade de comu-
nicacao.

Ha uma sala na cadeia onde se encontram dois interruptores, que nao
servem para nada de especial, cada um tem duas posicoes possiveis: ON
e OFF. Quando lhe apetece, o carcereiro escolhe aleatoriamente um pri-
sioneiro, leva-o a esta sala, onde o detido deve escolher um dos interruptores
e alterar o seu estado (de ON para OFF, ou de OFF para ON), apds o que
sera devolvido a sua cela. Nao se conhece o estado inicial dos interruptores.
O carcereiro garante que todos os prisioneiros irao a esta sala uma infinidade
de vezes. Se, em qualquer altura, algum prisioneiro disser que esta conven-
cido de que ja todos visitaram esta sala pelo menos uma vez, vao todos
em liberdade (se tal corresponder a verdade) ou sao todos fuzilados (se for
mentira).

Ha alguma estratégia, que os presos possam combinar na reuniao, que
lhes garanta a libertacao?”



Os prisioneiros, na sua reuniao prévia, escolhem umn deles, chamemos-
lhe . Sejam os interruptores designados por A e B. Cada vez que um
prisioneiro, que nao seja o «, for a sala dos interruptores, deve mudar o A
para ON se estiver OFF, caso contrario deve alterar o estado do B. Mas
s6 deve efectuar esta operacao no A duas vezes, a partir dai deve sempre
operar no B. O «, de cada vez que encontrar o A ON deve altera-lo para
OFF e contabilizar esse movimento, se o A estiver OFF, deve alterar o B.

Resumindo, o A serve para o « contar as idas dos outros prisioneiros a
sala, o B s6 serve para cumprir a obrigatoriedade de alterar um interruptor
quando se escolhe nao mexer no A.

Quando a contagem do « atingir 44, ele estara certo que todos os presos
ja se deslocaram a sala. E necessario recorrer a esta tactica de contar cada

prisioneiro duas vezes porque nao se conhece o estado inicial de A. Ao atingir
44, ou 22 mudaram A (duas vezes cada um), que no inicio estava OFT", de
OFF para ON, ou 21 o mudaram duas vezes e um uma vez, se no comeco A
estava ON. De qualquer forma, ha a certeza de todos terem visitado a sala
em questao.



PRINCIPIO DAS GAVETAS
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Se tivermos n+1 objectos e n gavetas... entao pelo
menos uma gaveta ficara com mais do que um

objecto!

Objecto = carta de jogar

Gaveta = naipe

Ficamos a saber que em cada 5 cartas ha repeticao de
naipe!



Em Lisboa ha pelo menos duas pessoas com 0 mesmo numero
de cabelos na cabeca (carecas nao contam).

Ninguem tem mais de 300 000 cabelos.
Ha 1 000 000 de nao carecas em Lisboa.



Suponha que tem um conjunto com 51 numeros diferentes, todos de 1
a 100. Prove que dois desses numeros somam exactamente 100.

S1=41,99}, ..., S49={49,51}, S50={50} sao as gavetas



E possivel pavimentar o tabuleiro mutilado com pecas de domind?



