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. Determine a equagao da circunferéncia com centro (2, 1) e raio 3.

. Determine os pontos de intersecgao da recta y = = + 2 com a circun-
feréncia do exercicio anterior.

. Determine se as circunferéncias
202 + 22 —3x — 4y +2=0,22 +y? — 4z + 2y

se intersectam ortogonalmente. Determine a equacao da recta que
contém os pontos de intersecgao.

. Seja E a paradbola y? = 4ax (a > 0) com equacio paramétrica z = at?,
y = 2at e foco F. Sejam P, () pontos de F, correspondentes a valores
do parametro t1, to, respectivamente.

(a) Se PQ define um angulo recto no vértice da pardbola, O, mostre
que t1to = —4.

(b) Se t; =2 e PQ é perpendicular a OP, mostre que ty = —4.

. Considere a hipérbole rectangular zy = ¢? (¢ > 0) de equacio paramétrica
x = ct, y = ¢/t. Sejam P, ) pontos da hipérbole, correspondentes a
valores do parametro t1, to, respectivamente.

(a) Determine a equagao da corda PQ.

(b) Determine as coordenadas do ponto N, em que a corda encontra
o eixo dos zz.

(¢) Determine o ponto médio de PQ.
(d) Mostre que OM = M N (O é a origem)
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. Determine o declive da tangente ao cicléide com equacgoes paramétricas

r=1-—-sint, y=1-—cost
no ponto correspondente a ¢ (¢ # multiplo de 7).

Determine a equacio da tangente & curva de R?
=144t 42, y=1—t
no ponto correspondente a t = 1.

Seja P um ponto da elipse

T 4% 21, (a>b>0,2=a2(1—-¢),0<e<1).

(a) Se P tem coordenadas (acost,bsint), determine a equagio da
tangente a elipse em P.

(b) Determine as coordenadas do ponto 7" onde a tangente da alinea
anterior encontra a directriz x = a/e.

(c) Seja F' o foco com coordenadas (ae,0). Mostre que PF 1 TF.

A recta vertical que passa num ponto P de uma hipérbole H

(r = 2sect, y = 3tant) encontra o eixo dos xx em N. A tangente a
H em P encontra o eixo dos xz em 7.

(a) Determine as coordenadas de N.

(b) Determine as coordenadas de 7.

(¢) Mostre que ON - OT =4 (O é a origem).

Seja P um ponto da elipse

St =1, (a>b>0,1"=ad’(1—¢€%),0<e<]1).

(a) Se P tem coordenadas (acost,bsint), determine a equagao da
normal a elipse em P.

(b) Determine as coordenadas do ponto ) onde a normal da alinea
anterior encontra o eixo dos yy.

(c) Seja F o foco com coordenadas (ae,0). Mostre que QF = e- PF.
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Classifique as cénicas seguintes. Determine os respectivos centros/vértices

e eixos.

(a) 2? — Bzy +y* + 4z — 5y +2=0.
(b) 2%+ 3zy + 4y*> — 7= 0.

(c) 2>+ xy +4y* + 32z —9=0.
(d) 22 +2zy+y*> — Tz +3=0.

(e) 222 —ay — 29> —2=0.

Considere o AABC com AB = AC. Mostre que ZABC = ZACB.
[Sugestao: Considere a reflexao em relagao a bissectriz de ZBAC]

Determine quais das seguintes transformacdes t : R?> — R? sdo eucli-
dianas.
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Determine a composicao t; o to.

Determine as inversas das seguintes transformacoes euclidianas.
5 _12 —4
@ o) = (1 3 )+ ()
13 13
_12 5 1
o) )= (28 3 e+ (1)
13 13

Determine tz_l oty, onde



17. Determine quais das seguintes transformacgoes sao afins.

(a) t(z) = (_23 _32> -+ <_21)
(b) t(z) = (_52 _52>x+ <j’)

(c) t(z) = (j _12) z

18. Em cada caso dé um exemplo, caso exista. Justifique.
(a) Uma transformacao afim que nao é euclidiana.
(b) Uma transformagao euclidiana que nao é afim.
(¢c) Uma transformagao afim e euclidiana.

(d) Uma transformagao injectiva que nao é euclidiana nem afim.

19. Determine tq o to, t3 0 t1, t1 o t1, onde

2 -3 1 -1 2 -1
=3 D)o ()= (3 Do ()
20. Determine as inversas das transformacgoes afins.
2 -3 2
(a) t(z) = <3 _5>:c+<4>
3 2 1
o= (3 2)e= ()

21. Mostre que a transformacao ¢(z) = 3z é afim, mas ndo uma projecgao

paralela.
22. Quais das seguintes sao propriedades afins?

Distancia.
b

(a)

(b) Colinearidade.

(¢) Circularidade.

(d) Medida de angulo.
)

(e) Ponto médio de segmento.
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A transformacao afim t é definida por

t(z) = <; :;) T+ (_24)

determine as imagens das rectas

(a) y=—2z
(b) 2y =3z —1

A transformacao afim t é definida por

(Do )

determine as imagens das rectas

(a) 22 =5y +3=0
(b) Bx+y—-4=0

Determine a transformacao afim que transforma os pontos (0, 0), (1,0), (0,1)
nos pontos

(a‘) (O, —1), (

,1),(—=1,1), respectivamente.
(b) (—4,-5),(1,7),(2,—9), respectivamente.

Determine a transformacao afim que transforma os pontos (1, 1), (3,2), (4,1)
nos pontos (0,1), (1,2),(3,7), respectivamente.

Determine a transformacao afim que transforma os pontos (1, —1), (5, —4), (=2, 1)
nos pontos (1,1), (4,0), (0,2), respectivamente.

Os pontos P,(Q, R, R estao sobre uma recta, por esta ordem. As
distancias entre eles sao 4, 2, 3 unidades, rerspectivamente. Deter-
mine as razoes PR : RS e PS : 5Q.

Um ponto X estd dentro do AABC, e as rectas AX, BX e CX
encontram os lados opostos do triangulo nos pontos P, Q e R, re-
spectivamente. As razoes AR : AB, e BP : BC sao 1l :5e3:7,
respectivamente. Determine a razao AC : AQ.

Uma recta ¢ atravessa os lados, AB, BC e CA de um AABC em R,
P e Q, respectivamente. As razées BC : CP e CQ : QA sdo 3 :2 e
1: 3, respectivamente. Determine a razao AR : RB.



31. ABCD é um paralelogramo, e o ponto P divide AB na razao 2 : 1; as
rectas AC' e DP encontram-se em @, e as rectas BQ) e AD encontram-
se em R.

(a) Determine as imagens dos pontos P, @) e R pela transformacao
afim ¢ que transforma A, D e C em (0,1), (0,0) e (1,0), respec-
tivamente.

(b) Considerando a imagem de ABCD por t, determine as razoes
BQ:QRe AR: RD.

32. O AABC tem vértices A(—1,2), B(—3,—1) e C(3,1). Os pontos
P(l,%), Q(l,%) e R(—%,l) estao sobre BC, CA e AB, respectiva-
mente.

(a) Determine as razdes em que P, ) e R dividem os lados do
triangulo.
(b) Determine se AP, BQ e C'R sao concurrentes.

33. O AABC tem vértices A(2,0), B(—3,0) e C(3,—3). Os pontos P(—1,—1),
Q(1,3) e R(—i, 0) estao sobre BC, C'A e AB, respectivamente.

(a) Determine as razoes em que P, ) e R dividem os lados do
triangulo.
(b) Determine se P, Q e R sao colineares.
34. Uma elipse toca os lados AB, BC, CD e DA de um paralelogramo nos

pontos P, @, R e S, respectivamente. Mostre que os comprimentos
CQ, QB, BP e CR satisfazem

@ _CR
QB BP

35. determine a equacio da imagem da pardbola P de equacio y = x°

pela transformacao ¢ definida por

Ha) = (_12 ?) z.

Mostre que a imagem do vértice de P nao é o vértice de t(P).

[Isto significa que ser o vértice de uma pardbola ndo é uma propriedade
afim.|



36. (a) Determine a,b,c,d tais que
1
[1,a,b] = [—2,3,4} , [e,d, 2] =13,0,1].

(b) Quais das seguintes coordenada homogéneas representam o mesmo
Ponto de RP? que [4, —8,2]?

i [1,4,-2].

i [%, -3, 3.
iii. [—-1,-2,1]
iv. [-2,4, 1]
v b

37. Determine a equacio de cada uma das Rectas em RP? :
(a) A Recta que contém os Pontos [1,2,3] e 3,0, —2].
(b) A Recta que contém os Pontos [1,—1,1] e [2,1,—3].
38. Determine se os seguintes conjuntos de Pontos sao colineares.

(a) [1,-1,0], [1,0,-1], [2,—1, —1].
(b) [1,0,1], [0,1,2], [1,2,3].

39. Determine o Ponto de interseccao de cada par de Rectas em RP? .

(a) As Rectas com equagoes ¢ —2y+z=0ex—y—z=0.
(b) As Rectas com equagoes x +2y +5z2=0e 3z —y + z = 0.
40. Determine o Ponto de RP? em que a Recta que contém os Pontos

[8,—1,2] e [1,—2, —1] encontra a Recta que contém os Pontos [0, 1, —1]
e [2,3,1].

41. Determine o Ponto de RP? em que a Recta que contém os Pontos
[1,2,2] e [2,3,3] encontra a Recta que contém os Pontos [0,1,2] e
[0,1,3].

42. Determine quais das seguintes transformacdes t de RP? sdo trans-
formacgoes projectivas. Para as que forem, identifique as respectivas
matrizes.

(a) t:[x,y,z] — [2z,y + 32,1]
() t: [5,9,2] — [,2 — y + 32,2+ 3]
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(C) t: [l’,y,Z] = [any_4z7x]
(d) t:[z,y,2] =[x +y—2,y+ 32,2+ 2y + 22]

Determine as imagens dos Pontos [1, 2, 3], [0,1,0], [1,—1, 1] pela trans-
formagao projectiva t associada a matriz

2 01
A= -1 1 0
0 1 1

Sejam 7jl : [azjy,z] = [2$+y7 —JU'FZ,Z/‘FZ], t2 : [Ivy,Z} = [fL‘+y,3£L‘—
z,4y — 2z| duas transformagdes projectivas de RP? em RP? .

(a) Determine matrizes associadas a t1 e to.

(b) Determine férmulas para to oty e tg 0 tl_l.

(c) Determine a imagem da Recta z + 2y + 3z = 0 por ;.
Determine matrizes associadas as transformacoes projectivas que trans-
formam os Pontos [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1], [1,1, 1] nos Pontos:

(a) [-2,0,1}, [0,1,-1], [-1,2,—1], [-1,1,—1].

(b) [0, 17 0]7 [17 07 O]? [_17 _17 1]7 [27 17 1]~

(C) [0, 17 _3]7 [L 17 _1]7 [47 27 3]7 [77 47 3]~

Use os resultados do exercicio anterior para determinar transformagoes
projectivas que transformem:

(a) Os Pontos [—2,0,1], [0,1, 1], [-1,2,-1], [-1,1, —1] nos Pontos
[0,1,0], [1,0,0], [-1,-1,1], [2,1,1].

(b) Os Pontos [0,1,0], [1,0,0], [-1,—1,1], [2,1, 1] nos Pontos [0, 1, —3],
[1,1,-1], [4,2,3], [7,4,3].

(c¢) OsPontos [0,1,-3], [1,1,—1], [4,2, 3], [7,4, 3] nos Pontos [-2, 0, 1],
0,1, 1], [-1,2, -1], [-1,1, —1].

Um Ponto U nao pertence a nenhum dos lados do AABC nem aos seus
prolongamentos em RP? . As Rectas BC' e AU encontram-se em P,
CA e BU encontram-se em @, AB e CU encontram-se em R. Mostre
que P, @ e R nao sao colineares.



48. Para cada um dos conjuntos de Pontos A, B, C, D, calcule o cross-ratio
(ABCD).
(a) A=[2,1,3], 1,2,3],C=[8,1,9], D=[4,-1,3].
(b) A=12,1,1], [-1,1,-1], C =[1,2,0], D = [-1,4, -2].
(¢c) A=[-1,1,1], B=10,0,2], C =[5,-5,3], D =[-3,3,7].

B =
B =

49. Determine as imagens dos pontos seguintes relativas a inversao na
circunferéncia unitaria, C.

() (3,—4)
(b) (~1,1)
(©) (9,0)

@ (3.-%)

50. Determine as imagens das circunferéncias seguintes relativas a inversao
na circunferéncia unitéria, C.

(a) Com centro em (3, —4) e raio 5

(b) Com centro (1,2) e raio 3

51. Determine as imagens das rectas seguintes relativas a inversao na cir-
cunferéncia unitaria, C.

(a) y+3x=5
(b) y+2x=0

52. Seja t a transformacgao definida por

1
t(z):§<1+\/§i>z+2i, zeC.

(a) Mostre que t representa uma isometria.
(b) Interprete ¢ como a composicao de uma rota¢ao com uma translagao.

(c) Interprete ¢ como composicao de reflexoes.

53. Determine a imagem de cada um dos pontos sgeuintes pela inversao
relativa a circunferéncia unitaria.

a) —3 + 4i. b) 5 — 12i.



54. Seja C a circunferéncia de raio 2 centrada em 1 + 1.

(a) Escreva a inversao em C do plano completo como uma trans-
formacao de C.

(b) Determine a imagem de i pela inversao em C.

55. Seja t a transformagao linear generalizada dada por

o0 zZ=00.

t(z):{ —5iz+(2+6i) z€C

Exprima ¢ como composicao de inversdes no plano completo.
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